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3vux  を、 02  baxx に代入すると 
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ここで、 02  avuv と仮定すると、 03 22  bauvu であり、 
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vuba ,,, はいずれも有理数であるから、右辺は有理数であるが、左辺 3 は無理数であるから、矛盾する。 

したがって 0)2(  vau  ──① 03 22  bauvu  ──② ①より、 0v または 02  au 。 

ここで、
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u  , とする。 p と q、 r と sは互いに素な整数であり、 0,0  rp である。 

 

0v のとき v は整数であり、②より 02  bauu であるから 
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1p と仮定する。③の左辺が p で割り切れるから、③の右辺も p で割り切れる。 

ところが、 p と qは互いに素であるから、 qも apq  も p で割り切れない。 

したがって、 1p であり、u は整数である。 

 

02  au のとき 
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2  は整数である。 p と qは互いに素であるから、 1p または 2p である。 

②に ua 2 を代入すると 023 222  buvu  22 3vub   

1p のとき、u は整数。 
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qb  であり、 2, qb は整数であるから、
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s
は整数である。 

r と sは互いに素であるから、 2r は 3の約数であるが、適するのは 12 r のみ。 

したがって、 1r であり、 v も整数である。 

 

2p のとき、 qは奇数である。 
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④の左辺は 4で割り切れるから、④の右辺も 4で割り切れる。 

qは奇数であるから、 2r が 4で割り切れる。すなわち、 r は偶数であり、したがって sは奇数。 
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 であり、b は整数であるから、少なくとも 222 3srq  は偶数である。 

ところが、 sq, は奇数、 r は偶数であるから、 222 3srq  は奇数となり、不適。 

 

以上により、 vu, がともに整数であることが示された。(証明終) 


