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右図のように、 BB と CC の交点をH とする。 

H から辺 ABCABC ,, に下ろした垂線の足を、 RQP ,, とする。 

BH は B の二等分線であるから HRHP   

CH は C の二等分線であるから HQHP   

すると、 HRHQ  であるから、 AH は A の二等分線である。 

すなわち、 A の二等分線はH を通るから、 

3直線 CCBBAA  ,, は、1点H で交わる。(証明終) 

 

  CBCCACBABBCBACAABA ,, とする。 

 

円周角の定理により 

 BCACABCBCABA  ,,  

   BACABCACBCABCBABCA ,,  

 

  HBAHABHBABHA , より、 

△ BHA は二等辺三角形であるから 

 HABA   CAHABA   

 

  HCBHBCHCBCHB , より、△ CHB は二等辺三角形であるから 

 HBCB   ABHBCB   

 

  HACHCAHACAHC , より、△ AHC  は二等辺三角形であるから 

 HCAC   BCHCAC   

 

すると、 

HBCBHACAHABAHCBCHCACHBAB  ,,,,,  

より、 BAACCB  ,, は、それぞれ HCHBHA ,, の垂直二等分線 

である。 

 

したがって、 , ,AA B C BB C A CC A B           であるから、 

H は△ CBA  の垂心と一致する。(証明終) 

 

 

※「H は△ ABC の内心なので、3直線 CCBBAA  ,, は、1点H で交わる」 

 で済ませてしまうのはだめなのだろうか？ 
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cOCbOBaOA  ,, とする。 Rcba  、   COABOCAOB ,, とすると、 

 cos,cos,cos 222 RacRcbRba  である。 
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 であり、△ PQR の外心がO と一致する条件は、 

OROQOP  であることであるから 
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OQ であるから、 OROQOP  であるとき 

  coscoscos   

 

ここで、余弦定理により )cos1(2cos2 22222   RRRRAB  

同様に、 )cos1(2),cos1(2 2222   RCARBC であるから、  coscoscos  のとき 

 CABCAB   

したがって、△ ABC は正三角形である。……(答) 


