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(1) 

222)2( 222 abbaba  より 22
2 2baa   

aは奇数であるから、 2a は奇数。 22b は偶数であるから、 2a は奇数である。 

一方、 abb 22  は偶数である。 2a は 2で割り切れない。 

aと b は互いに素であるから、 2a は aの1以外の約数で割り切れず、b の1以外の約数でも割り切れない。 

したがって、 2a と 2b は互いに素。以上により示された。(証明終) 

 

(2) 

2)2( nn
n baba  より 2)(2)2)(2()2( 1

nnnnnn
n abbabbaabababa    

これより、以下の漸化式が成り立つ。 

 nnn bbaaa 21   ──① nnn abbab 1  ──② 

①を用い、すべての nについて na が奇数であることを、数学的帰納法により示す。 

1n のとき成立。 kn  のとき、 ka は奇数であると仮定する。 

kaa は奇数であり、 kbb2 は偶数であるから、 kkk bbaaa 21  は奇数。 

したがって、 1 kn でも成立し、すべての nについて、 na が奇数であることが示された。(証明終) 

 

(後半・解答 1) 

na と nb が互いに素であるとき、 1na と 1nb が互いに素であることを示す。 

①、②より、 1na と 1nb が公約数m を持つとすると、 

nnn ababbaa )2(2 22
11   は、m で割り切れる。 

nnn bbabaab )2( 22
11   は、m で割り切れる。 

na と nb は互いに素であるから、 1m のとき、m は 22 2ba  の約数である。 

 

②の両辺に b2 をかけると nnn abbabbb 222 2
1   

①より、 nnn aaabb  12 、 1212   nnn aaabb であるから、代入すると 

 )(2 1
2

12 nnnnn aaaaabaaa    nnn abaaaa )2(2 22
12    ──③ 

①の両辺にb をかけると nnn bbababa 2
1 2  

②より、 nnn abbba  1 、 121   nnn abbba であるから、代入すると 

 nnnnn bbabbaabb 2
112 2)(    nnn bbaabb )2(2 22

12    ──④ 

 

22 2ba  と 1na と 1nb が、3以上の公約数m を持つと仮定する。③、④より、 2≧n のとき 
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1 )2(2,)2(2   nnnnnn bbabababaaaa  

両式の右辺はm で割り切れるので、 naa2 と nab2 は、公約数m を持つが、 na と nb が互いに素であるから、 

aはm で割り切れる。このとき、 22 2ba  はm で割り切れるから、b もm で割り切れる。 

ところが、 aとb は互いに素であるから、矛盾する。 

 

したがって、 na と nb が互いに素であるとき、 1na と 1nb が互いに素であることが示された。 

2a と 2b が互いに素であるから、以降すべての nについて、 na と nb は互いに素である。(証明終) 



(後半・解答 2) 

ある Nn  において、 Na と Nb は、3以上の公約数m を持つと仮定する。 

このとき、①、②より、 1Na と 1Nb も、公約数m を持つ。 

以下帰納的に、 Nn≧ において、 na と nb は、公約数m を持つ。 

 

一方、 222)2()2(
2222

kkkkkk
k babababa  より、 kkkkkk babbaa 2,2 2

22
2  であるから、 

(1)の議論により、 ka と kb が互いに素であるとき、 ka2 と kb2 が互いに素であることがわかる。 

1a と 1b 、 2a と 2b は互いに素であるから、以下帰納的に、 ln 2 のとき、 na と nb は互いに素である。 

ここで、l を大きくしていけば、 Nl ≧2 となり、 Nn≧ において na と nb が公約数m を持つことに、矛盾する。 

 

したがって、仮定は誤りであり、すべての nについて、 na と nb は互いに素である。(証明終) 


