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(1) 

点𝐴における接線の傾きは
1

𝑡
であるから、法線の傾きは − 𝑡である。 

この法線と平行なベクトルを(𝑘, −𝑡𝑘)とおき、大きさが 1 であるとすると (1 + 𝑡2)𝑘2 = 1 𝑘2 =
1

1 + 𝑡2 

𝐵の𝑥座標が𝑡より大きいことから、𝐵の座標は ∴ (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = (𝑡 +
1

√1 + 𝑡2
, log 𝑡 −

𝑡

√1 + 𝑡2
) ⋯ ⋯ (答) 

 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 1 −

1

1 + 𝑡2 ∙
𝑡

√1 + 𝑡2
= 1 −

𝑡

(1 + 𝑡2)
3
2

 
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

1

𝑡
−

√1 + 𝑡2 −
𝑡2

√1 + 𝑡2

1 + 𝑡2 =
1

𝑡
−

1

(1 + 𝑡2)
3
2

 

 ∴ (
𝑑𝑢

𝑑𝑡
,
𝑑𝑣

𝑑𝑡
) = (1 −

𝑡

(1 + 𝑡2)
3
2

,
1

𝑡
−

1

(1 + 𝑡2)
3
2

) ⋯ ⋯ (答) 

 

(2) 

 𝐿2(𝑟) = ∫ √(
𝑑𝑢

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑣

𝑑𝑡
)

2

𝑑𝑡
1

𝑟

= ∫ √(1 + 𝑡2) (
1

𝑡
−

1

(1 + 𝑡2)
3
2

)

2

𝑑𝑡
1

𝑟

 

𝑟 ≦ 𝑡 ≦ 1 のとき、
1

𝑡
≧ 1、

1

(1 + 𝑡2)
3
2

< 1 より、
1

𝑡
−

1

(1 + 𝑡2)
3
2

> 0 であるから 

 ∴ 𝐿2(𝑟) = ∫ √1 + 𝑡2 (
1

𝑡
−

1

(1 + 𝑡2)
3
2

) 𝑑𝑡
1

𝑟

= ∫ (
√1 + 𝑡2

𝑡
−

1

1 + 𝑡2) 𝑑𝑡
1

𝑟

 

𝐿1(𝑟) = ∫ √1 +
1

𝑡2 𝑑𝑡
1

𝑟

= ∫
√1 + 𝑡2

𝑡
𝑑𝑡

1

𝑟

であるから 

 𝐿1(𝑟) − 𝐿2(𝑟) = ∫
√1 + 𝑡2

𝑡
𝑑𝑡

1

𝑟

− ∫ (
√1 + 𝑡2

𝑡
−

1

1 + 𝑡2) 𝑑𝑡
1

𝑟

= ∫
1

1 + 𝑡2 𝑑𝑡
1

𝑟

 

 

𝑡 = tan 𝜃とおく。 𝑑𝑡 =
1

cos2 𝜃
𝑑𝜃 𝑟 = tan 𝛼 (0 < 𝛼 <

𝜋

4
)とすると 

𝑡 𝑟 → 1

𝜃 𝛼 →
𝜋

4
 

 ∫
1

1 + 𝑡2 𝑑𝑡
1

𝑟

= ∫
1

1 + tan2 𝜃
∙

1

cos2 𝜃
𝑑𝜃

𝜋
4

𝛼

= ∫ 𝑑𝜃

𝜋
4

𝛼

= [𝜃]𝛼

𝜋
4 =

𝜋

4
− 𝛼 

𝑟 → +0 のとき、𝛼 → +0 であるから ∴ lim
𝑟→+0

(𝐿1(𝑟) − 𝐿2(𝑟)) =
𝜋

4
 ⋯ ⋯ (答) 

 


