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(1) 

平面𝐿𝑀𝑁上の任意の点𝑃は、𝐿𝑃⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑏𝐿𝑁⃗⃗⃗⃗  ⃗と表せる。 

 𝐿𝑃⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎(𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑂𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝑏(𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑂𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 ∴ 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝑎 − 𝑏)𝑂𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑎𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑏𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑠(1 − 𝑎 − 𝑏)𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑡𝑎𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑢𝑏𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

1 =
1

4𝑠
+

1

2𝑡
+

3

4𝑢
であるから 

 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑠 (
1

4𝑠
+

1

2𝑡
+

3

4𝑢
− 𝑎 − 𝑏)𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑡𝑎𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑢𝑏𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (

1

4
+

𝑠

2𝑡
+

3𝑠

4𝑢
− 𝑠𝑎 − 𝑠𝑏)𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑡𝑎𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑢𝑏𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

ここで、𝑎 =
1

2𝑡
, 𝑏 =

3

4𝑢
とすると ∴ 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

4
𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

3

4
𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  ──① 

したがって、𝑠, 𝑡, 𝑢の値に無関係な一定の点𝑃が存在することが示された。 (証明終) 

 

次に、𝑝, 𝑞, 𝑟を定数として、𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑝𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑞𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑟𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗とすると 

 𝑝 = 𝑠(1 − 𝑎 − 𝑏), 𝑞 = 𝑡𝑎, 𝑟 = 𝑢𝑏 
𝑝

𝑠
= 1 −

𝑞

𝑡
−

𝑟

𝑢
 ∴

𝑝

𝑠
+

𝑞

𝑡
+

𝑟

𝑢
= 1 ──② 

条件を満たす相違なる 3 組の(𝑠, 𝑡, 𝑢)、(𝑠, 𝑡, 𝑢) = (1, 1, 3), (2, 4, 1), (2, 1, 2)を②に代入すると 

 𝑝 + 𝑞 +
𝑟

3
= 1,

𝑝

2
+

𝑞

4
+ 𝑟 = 1,

𝑝

2
+ 𝑞 +

𝑟

2
= 1 これらを連立して解くと ∴ 𝑝 =

1

4
, 𝑞 =

1

2
, 𝑟 =

3

4
 

相違なる 3 組の(𝑠, 𝑡, 𝑢)について、𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗は①と一致する。 

したがって、𝑠, 𝑡, 𝑢の値に無関係な一定の点𝑃はただ一つである。 (証明終) 

 

(2) 

1

4
+

1

2
+

3

4
=

3

2
より、𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

6
(
3

2
𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) +

1

3
(
3

2
𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) +

1

2
(
3

2
𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

𝑃は、3 点
3

2
𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

3

2
𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

3

2
𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗を通る平面上の点であり、この平面は三角形𝐴𝐵𝐶を含む平面と平行である。 

𝑂𝑃と三角形𝐴𝐵𝐶を含む平面との交点を𝑄とすると、𝑂𝑄:𝑄𝑃 = 2: 1 である。 

これより、𝑂と三角形𝐴𝐵𝐶の距離は、𝑃と三角形𝐴𝐵𝐶の距離の 2 倍であるから、 

四面体𝑃𝐴𝐵𝐶の体積は ∴
𝑉

2
 ⋯⋯(答) 


