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1988年東大理□6  

(1) 

DCB ,, は、Oを中心とした半径 4の球面上にある。 

今、 DCB ,, を通る平面 を考え、 を水平面として固定する。 

Oから に下ろした垂線の足を H をとし、 hOH  とする。 

△ BCDおよび hが固定されているとき、四面体 ABCDの体積が 

最大になるのは、 Aが から最も遠いときである。 

すなわち、 AがHOの延長線上にあるときであるのは明らかである。 

 

次に、△ BCDの面積の最大値を考える。 

 による切り口に現れる円の半径は 216 hr  である。 

弦CDを固定し、H からCDに下ろした垂線の足をK とする。 

△ BCDの面積が最大になるのは、 B が直線CDから最も遠いときである。 

すなわち、 B がKH の延長線上にあるときであるのは明らかである。 

 

)0( rllHK  ≦ とすると 222 lrCD  であり、△ BCDの面積は 22)()( lrlrlS   

  )()()()()()( 32222
lrlrlrlrlSlf  とすると 

   )2()(2)()(3)()()()(3)( 2232 lrlrlrlrlrlrlrlrlf   

増減は右の通りで、 )(lf は
2

r
l  のとき最大。 
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より、 )(lS の最大値は 2

4

33
r 。 

このとき 3:2:1:: KCHCHK で、△ BCDは正三角形である。 

 

以上により、 hを固定したときの四面体 ABCDの体積の最大値 )(hV は 

 )16)(1(
4

3
)1(

4

33

3

1
)( 22 hhhrhV   

40 h≦ における )(hV の最大値を求める。 
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増減は右の通りで、 )(hV は 2h のとき最大。 

 

求める四面体 ABCDの体積の最大値は 39123
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