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(解答 1) 

)0()( 2  acbxaxxf とする。 )(xf は下に凸である。 

k について考えるので、 k は十分に大きく、 )(xf が単調増加の範囲で考えてよい。 

 

)(xf は整数係数であるから、 )1(),( kfkf は整数。 

)(xf が1変化する間に点 )(xP は円上を一周するため、 x が k から 1k まで変化する間に、点 )(xP は円上を

)()1( kfkf  周する。今、 )()1()( kfkfkd  とおく。 ))(,,1,0()( kdiikfy  となる x を ix とする。

1, )(0  kxkx kd である。 

 

xの区間   )1)(,,1,0(, 1  kdixx ii  について考える。y の区間  )(),( 1ii xfxf において、 IxP )( となる区間

が存在し、そのような y の区間の長さは
2

L
である。 

 

i) y の区間  )(),( 1ii xfxf において、 IxP )( となる区間が一続きであるとき 

 

IxP )( となる y の区間の両端を  2121, iiii yyyy  とし、 

対応する xの区間の両端を  2121, iiii xxxx  とする。 

2 点を通る直線の傾きは 
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であるから 
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iik xxT であるから 
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ここで、 baakkd  2)( より 

 1
2

2
lim

2

)(
lim,1

22

2
lim

)1(2

)(
lim 














  bak

baak

bak

kd

baak

baak

bka

kd

kkkk
 

したがって、はさみうちの原理により 
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ii) y の区間  )(),( 1ii xfxf において、 IxP )( となる区間が一続きでないとき 

 

この場合、 IxP )( である区間が一続きになっている。 

IxP )( である y の区間の両端を  2121, iiii yyyy  とし、 

対応する xの区間の両端を  2121, iiii xxxx  とする。 

 

i)と同様に 
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i)と同様に 1
2

2
lim

2

)(
lim,1

22

2
lim

)1(2

)(
lim 














  bak

baak

bak

kd

baak

baak

bka

kd

kkkk
 

であるから、はさみうちの原理により 
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以上により、いずれにしても
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が示された。(証明終) 

 

(解答 2) 

(解答 1)の i)において、平均値の定理より、 
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)(xf の凸性より、 )1()()(  kfcfkf であるから 
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以下、(解答 1)と同様。 

 

 

(注) 

)(xf が一般の n次式の場合でも、 n次の係数が正ならば
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が成立する。 

本問では、 )(xf は整数係数の 2次式という設定なので、(解答 1)のように計算でも解ける。 

一般の n次式の場合は(解答 2)のように平均値の定理を用いるしかない。 
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