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任意の自然数 nについて 12 na と予想できるので、数学的帰納法で示す。 

1n のとき成立。 
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したがって 1 kn でも成立。 )1(12 ≧nan   ……(答) 
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1
の整数部分は 3,2,1 のいずれかである。 
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以上により 
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(3) 

aが整数であるとき、すなわち 1q のとき 

01  pa  以後、 2≧n においても 0na であるから、題意は成立する。 

 

aが整数ではないとき 2≧q である。 

rqmp  と置ける。m は整数、 r は自然数で 11 qr≦≦ である。 
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rq  であるから、 srnq  と置ける。 sn, は自然数で、 11 rs≦≦ である。 
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このように、 na を求める操作を繰り返すと、分母に現れる自然数は小さくなっていくと予想できる。 
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a 1 と置く。 1, nn rr は自然数で、 11 1  nn rr ≦≦ である。 

このとき、 21   nnn rnrr と置ける。 2nr は非負整数で、 10 12  nn rr ≦≦ である。 
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ここで、 02 nr であれば 01  na  12 ≧nr であれば 
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したがって、 1na は 0であるか、 na より分母が小さい有理数であることが示された。 

 

最初、分母に現れる自然数は qであるから、 1q 回以内の操作で分母は1になる。 

すなわち、 1qn≦ で
na

1
が整数になり、 01 na となる。 

以後、少なくとも qn  で 0na であり、それ以降は 0 である。 

 

以上により、題意は示された。(証明終) 


