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(1) 

任意の点𝑃(𝑎, 𝑏)を通る直線𝑦 = 𝑚(𝑥 − 𝑎) + 𝑏と、𝐶との相違なる交点の個数を考える。 

交点の個数は、𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥 − 𝑚(𝑥 − 𝑎) − 𝑏 = 𝑥3 − (𝑚 + 1)𝑥 + 𝑚𝑎 − 𝑏として、𝑓(𝑥) = 0 の相違なる実数解 

の個数に等しい。 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − (𝑚 + 1)より、𝑚 + 1 ≦ 0 であれば 

𝑓′(𝑥) ≧ 0 であり、𝑓(𝑥)は単調増加である。 

以下、𝑚 + 1 > 0、𝑚 > −1 の範囲で考える。 

 

𝑓(𝑥)の増減は右の通り。 

𝑓(𝑥) = 0 が 3 つの相違なる実数解を持つ条件は 𝑓 (−√
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3 = 0 であるから、𝑚を十分大きくすれば、任意の点𝑃(𝑎, 𝑏)について①が 

成立し、題意を満たす直線𝑙が存在する。以上により示された。(証明終) 

 

(2) 

𝑙と𝐶が 3 つの相違なる交点を持ち、それらの𝑥座標が𝛼, 𝛽, 𝛾 (𝛼 < 𝛽 < 𝛾)であるとする。 

𝑙と𝐶で囲まれた 2 つの部分の面積が等しくなる条件は、∫ (𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛽)(𝑥 − 𝛾)𝑑𝑥
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𝛾 − 𝛼 ≠ 0 であるから 2𝛽 − 𝛼 − 𝛾 = 0 ∴ 𝛽 =
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2 点(𝛼, 𝛼3 − 𝛼), (γ, 𝛾3 − γ)の中点が𝐶上にあるから 

 (
𝛼 + 𝛾

2
)

3

−
𝛼 + 𝛾

2
=

𝛼3 − 𝛼 + 𝛾3 − γ

2
 (𝛼 + 𝛾)3 = 4(𝛼3 + 𝛾3) = 4{(𝛼 + 𝛾)3 − 3𝛼𝛾(𝛼 + 𝛾)} 

 3(𝛼 + 𝛾)3 − 12𝛼𝛾(𝛼 + 𝛾) = 0 (𝛼 + 𝛾){(𝛼 + 𝛾)2 − 4𝛼𝛾} = 0 ∴ (𝛼 + 𝛾)(𝛾 − 𝛼)2 = 0 

したがって、𝛼 + 𝛾 = 0 より𝛽 = 0 であり、題意を満たす直線𝑙は原点を通ることが示された。 

 

𝑙の式を𝑦 = 𝑚𝑥とし、𝑥3 − 𝑥 = 𝑚𝑥とすると 𝑥3 − (𝑚 + 1)𝑥 = 𝑥{𝑥2 − (𝑚 + 1)} = 0 

𝑥2 − (𝑚 + 1) = 0 が𝑥 = 0 以外の相違なる 2 実数解を持つから 𝑚 + 1 > 0 ∴ 𝑚 > −1 

 

以上により、座標平面上で𝑙が通過する範囲は右の通りで、 

これが点𝑃の存在範囲である。境界線は原点のみ含み、 

他は含まない。 

 

 

※(2)の計算は、𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0に気づけば楽。 
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