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(1) 

𝐶と𝑦 = 𝑥2が共有点を持たない。𝐶の方程式𝑥2 + (𝑦 − 𝑎)2 = 1 に、𝑦 = 𝑥2を代入すると 

 𝑥2 + (𝑥2 − 𝑎)2 = 𝑥4 − (2𝑎 − 1)𝑥2 + 𝑎2 = 1 𝑥4 − (2𝑎 − 1)𝑥2 + 𝑎2 − 1 = 0 ──① 

①は𝑥2に関する二次方程式であるから、二次方程式𝑓(𝑡) = 𝑡2 − (2𝑎 − 1)𝑡 + 𝑎2 − 1 = 0が、非負実数解を 

0持たない条件を考える。 

𝑓(𝑡) = {𝑡 − (𝑎 −
1

2
)}
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4
より 

軸𝑎 −
1

2
≦ 0 𝑎 ≦

1

2
のとき 𝑓(0) = 𝑎2 − 1 < 0 であるから、不適。 

軸𝑎 −
1

2
> 0 𝑎 >

1

2
のとき 𝑓 (𝑎 −

1

2
) = 𝑎 −

5

4
> 0 であればよい。 

求める条件は ∴ 𝑎 >
5

4
 ⋯ ⋯ (答) 

(2) 

𝑆上の点𝑃における接線の傾きを𝑚、切片を𝑘とする。点(0, 𝑎)と接線の距離が 1 であるから 

 
|𝑚 ∙ 0 − 𝑎 + 𝑘|

√𝑚2 + 1
=

|𝑘 − 𝑎|

√𝑚2 + 1
= 1 𝑘 − 𝑎 = ±√𝑚2 + 1 

𝑘は𝑎より小さいから 𝑘 = 𝑎 − √𝑚2 + 1 

𝑥2 = 𝑚𝑥 + 𝑎 − √𝑚2 + 1の 2 解を𝛼, 𝛽(𝛼 < 𝛽)とすると、解と係数の関係より 

 𝛼 + 𝛽 = 𝑚, 𝛼𝛽 = −𝑎 + √𝑚2 + 1 

 𝐿𝑃
2 = (𝛼 − 𝛽)2 + (𝛼2 − 𝛽2)2 = (𝛼 − 𝛽)2{1 + (𝛼 + 𝛽)2} 

   = {(𝛼 + 𝛽)2 − 4𝛼𝛽}{1 + (𝛼 + 𝛽)2} = (𝑚2 + 4𝑎 − 4√𝑚2 + 1)(1 + 𝑚2) 

   = (1 + 𝑚2)2 − 4(1 + 𝑚2)√𝑚2 + 1 + (4𝑎 − 1)(1 + 𝑚2) 

 

𝑋 = √𝑚2 + 1とすると𝑋 ≧ 1 であり、𝐿𝑃
2 = 𝑋4 − 4𝑋3 + (4𝑎 − 1)𝑋2となる。 

4 次関数𝐹(𝑋) = 𝑋4 − 4𝑋3 + (4𝑎 − 1)𝑋2が、𝑋 ≧ 1 の範囲の異なる𝑋で同じ値をとれば、題意を満たす。 

すなわち、𝐹(𝑋)が𝑋 ≧ 1 において極値を持てばよい。 

 𝐹′(𝑋) = 4𝑋3 − 12𝑋2 + 2(4𝑎 − 1)𝑋 = 2𝑋{2𝑋2 − 6𝑋 + (4𝑎 − 1)} 

 

𝐹(𝑋)が𝑋 ≧ 1 において極値を持つには、𝑋 ≧ 1 において𝐹′(𝑋)の符号が変わる必要がある。 

すなわち、𝑋 ≧ 1 において𝐹′(𝑋) = 0 が解を持つことが条件である。 

𝐺(𝑋) = 2𝑋2 − 6𝑋 + (4𝑎 − 1) = 2 (𝑋 −
3

2
)

2

+ 4𝑎 −
11

2
= 0 とする。 

軸𝑋 =
3

2
は𝑋 ≧ 1 の範囲にあるから 𝐺 (

3

2
) = 4𝑎 −

11

2
< 0 

∴ 𝑎 <
11

8
 求める範囲は ∴

5

4
< 𝑎 <

11

8
 ⋯ ⋯ (答) 
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