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2
sin𝜃とおける。0 ≦ 𝜃 < 2𝜋, 𝜃 ≠ 𝜋である。 
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したがって、
1

𝑧
の実部は 1である。 (証明終) 

 

(2) 

(1)より、
1

𝛼
,
1

𝛽
の実部は 1であり、虚部はすべての実数をとり得る。 

1

𝛼
= 1 + 𝑖𝑎,

1

𝛽
= 1 + 𝑖𝑏とする。𝑎, 𝑏は任意の実数であり、𝑎 ≠ 𝑏である。 

 
1

𝛼2 +
1

𝛽2 = 1 − 𝑎2 + 𝑖2𝑎 + 1 − 𝑏2 + 𝑖2𝑏 = 2 − (𝑎2 + 𝑏2) + 𝑖2(𝑎 + 𝑏) 

𝑥 = 2 − (𝑎2 + 𝑏2), 𝑦 = 2(𝑎 + 𝑏)とおくと 𝑎 + 𝑏 =
𝑦

2
 ──① 𝑎2 + 𝑏2 = 2 − 𝑥 > 0より ∴ 𝑥 < 2 

 𝑎2 + 𝑏2 = (𝑎 + 𝑏)2 − 2𝑎𝑏 =
𝑦2

4
− 2𝑎𝑏 = 2 − 𝑥 2𝑎𝑏 =

𝑦2

4
+ 𝑥 − 2 𝑎𝑏 =

𝑦2

8
+
𝑥

2
− 1 ──② 

①②より、𝑎, 𝑏は 2次方程式𝑡2 −
𝑦

2
𝑡 +

𝑦2

8
+
𝑥

2
− 1 = 0の相違なる 2実数解であるから 

 𝐷 =
𝑦2

4
− 4(

𝑦2

8
+
𝑥

2
− 1) = −

𝑦2

4
− 2𝑥 + 4 > 0 

 ∴ 𝑥 < 2 −
𝑦2
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図示すると右図の通りで、𝑥 < 2を満たす。 

境界線を含まない。 

 

(3) 

𝛾 = 𝑥 + 𝑖𝑦とすると 
1

𝛾
=

1

𝑥 + 𝑖𝑦
=

𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥2 + 𝑦2
 

𝑥 ≧ 2 −
𝑦2

8
の条件下で、𝑅 =

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
の最大値、最小値を考える。 

𝑥 ≧ 2のとき 𝑥を固定して考えると、𝑅は𝑦 = 0のとき最大値
1

𝑥
をとる。 

𝑥 ≧ 2のとき ∴ 0 < 𝑅 ≦
1

2
 

𝑦 

𝑥 
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−4 

𝑥 = 2−
𝑦2
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… -4 … 0

- 0 +

↘ ↗

𝑥

  (𝑥)

 (𝑥)

0 < 𝑥 < 2のとき 𝑦2 ≧ 8(2 − 𝑥)より 

𝑥を固定して考えると、𝑅は𝑦2 = 8(2 − 𝑥)のとき最大値
𝑥

𝑥2 + 8(2 − 𝑥)
=

𝑥

(𝑥 − 4)2
をとる。 

 (𝑥) =
𝑥

(𝑥 − 4)2
とすると  ′(𝑥) =

1 ∙ (𝑥 − 4)2 − 𝑥 ∙ 2(𝑥 − 4)

(𝑥 − 4)4
= −

𝑥 + 4

(𝑥 − 4)3
> 0 

0 < 𝑥 < 2のとき、 (𝑥)は単調増加。 ∴ 0 < 𝑅 <
1

2
 

 

𝑥 = 0のとき、𝑦に関わらず𝑅 = 0。 

 

𝑥 < 0のとき 𝑅 < 0である。 

𝑥を固定して考えると、𝑅は𝑦2 = 8(2 − 𝑥)のとき最小値
𝑥

(𝑥 − 4)2
をとる。 

 (𝑥) =
𝑥

(𝑥 − 4)2
とすると  ′(𝑥) = −

𝑥 + 4

(𝑥 − 4)3
より、増減は右の通り。 

𝑥 = −4のとき、𝑅は最小値 (−4) = −
1

16
をとる。 

𝑥 < 0とき ∴ −
1

16
≦ 𝑅 < 0 

 

以上により ∴ −
1

16
≦ 𝑅 ≦

1

2
 最大値は

1

2
、最小値は−

1

16
 ⋯⋯(答) 

 


