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(1) 

一辺の長さが cm2 の正四面体の高さを求める。 

1 つの頂点Dから正三角形 ABCに下ろした垂線の足をK 、辺 BCの中点をM  

とすると、H は AM 上にあり、 1:2: HMAH であるから 
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正八面体H の上面は、正四面体の辺 CDBDAD ,, の中点を結んだ正三角形であり、 

相似性より、この正三角形はDK の中点を通る。 

高さ 0h は、DK の半分であるから )(
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6
0 cmh   ……(答)  

 

(2) 

正四面体の頂点 CBA ,, から、辺に沿って x離れた点を通る 

断面を考える )10( ≦≦x 。 

 

このとき、容器H の断面は右図の網掛部の通りであり、 

断面積は、一辺 x2 の正三角形の面積から、 

一辺 x1 の正三角形の面積の 3倍を引いたものであるから 
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この断面の底面からの高さ hは、 xh
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断面積を hで表すと )163(
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これより、水面の高さが hになったときの、容器H 内の水の体積は 
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毎秒 31cm の割合で水を注入するから、求める時間は )(
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1991 年京大後期理(理学部)□2  

dcxbxaxxf  23)( とおく。係数 dcba ,,, は、整数である。 

任意の自然数 nに対し、 )(nf が )2)(1(  nnn で割り切れるとき 

 

dcbnannnf  )()( 2 より、 )(nf は nで割り切れるから、 d が nで割り切れる。 

d が任意の自然数 nで割り切れるには、 0d でなければならない。 )()( 2 cbxaxxxf   

 

)(nf は 1n で割り切れ、 nと 1n は互いに素であるから、 cbnan 2 は 1n で割り切れる。 
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cbnan 2 が 1n で割り切れるので、 cba  が 1n で割り切れる。 

cba  が任意の 1n で割り切れるには、 0 cba でなければならない。 cab   

))(1()(22 canncncaancbnan   ))(1()( caxxxxf   

 

)(nf は 2n で割り切れ、 1n と 2n は互いに素であるから、 cnancann  2)( は 2n で割り切れる。 
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cnan 2 が 2n で割り切れるので、 ca 24  が 2n で割り切れる。 

ca 24  が任意の 2n で割り切れるには、 024  ca でなければならない。 ac 2  

 

したがって )2)(1()2)(1()(  xxaxaaxxxxf  (証明終) 

 

 

(注) 

dcxbxaxxf  23)( に対し、 0)2(,0)1(,0)0(  fff とすれば、 0,2,3  dacab を容易に得るが、 

「任意の自然数 nに対し」という条件なので、上記のようにしている。 


