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yOAxOAOAA  2121 ,),0(  とする。 

点 2nA は、 1nOA に関して点 nA と対称であるから、 2112 ,   nnnnnn OAAOAAOAOA である。 

 544332 OAAOAAOAA 、 xOAOAOA  531 より、△ 52 AOA の面積は 3sin
2

1
2 xyS   

△ 21AOA の面積は、 sin
2

1
1 xyS  であるから、 3sin が sin の正の整数倍であればよい。 

  2322 sin43sinsin4sin3)sin1(sin2)sin21(sin2sincos2cossin3sin   

これより、 2sin43  が正の整数値をとる。 
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2009 年京大理乙□2  ※2019.10.3 十分性の論証を訂正。 

(必要性) 

CBACBA  ,,,,, が、同一円周上にあるとき、 CBA  ,, は、△ ABC の外接円上にある。 

CBA  ,, は、それぞれ、 ABCABC ,, の垂直二等分線上にあるから、 

BCACABCBCABA  ,, である。 

 

PBCBPACAPABAPCBCPCACPBAB  ,,,,, より、 

BAACCB  ,, は、それぞれ PCPBPA ,, の垂直二等分線である。 

zCBPyCAPxBAP

wBCPvACPuABP

2,2,2

,2,2,2




 

とおくと 

Bは、 APC ,, を通る円の中心であるから、円周角の定理より 

 zPACuPCA  ,  

C は、 BPA ,, を通る円の中心であるから、円周角の定理より 

 wPABvPBA  ,  

Aは、 CPB ,, を通る円の中心であるから、円周角の定理より 

yPBCxPCB  ,  

 

さらに、円周角の定理より 
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,

,,,,
 

すると、 CABA  より CBABCA   wz   ABCB  より ACBCAB   yv   

BCAC  より BACABC   ux   

 

したがって、 PCBPCAPBAPBCPACPAB  ,, であるから、 P は△ ABC の内心である。 

 

(十分性) 

P が△ ABC の内心であるとき、   CBCCACBABBCBACAABA ,, とする。 

このとき、 2( )      である。 

 

Aを中心とし、 , ,B C Pを通る円について、 

中心角 PA B は、円周角 PCB の 2倍であるから 2PA B    

中心角 PA C は、円周角 PBC の 2倍であるから 2PA C    

すると、 2( )BAC BA C          であるから、 

四角形 ABA C は、△ ABC の外接円に内接している。 

すなわち、 Aは△ ABC の外接円上にある。 

 

 

 

u
u

v
v
w

w

x
x y y

z z

u

z

A

B C

B

C 

A

v

w

P

xy

wz

v

y
x

u

A

B C

B

C 

A

P

 

















2 2

2

2

2

2



同様に、Bを中心とし、 , ,C A Pを通る円について、 

中心角 PB C は、円周角 PAC の 2倍であるから 2PB C    

中心角 PB A は、円周角 PCA の 2倍であるから 2PB A    

すると、 2( )CBA CB A          であるから、 

四角形CBABは、△ ABC の外接円に内接している。 

すなわち、Bは△ ABC の外接円上にある。 

 

同様に、C を中心とし、 , ,A B P を通る円について、 

中心角 PC A は、円周角 PBA の 2倍であるから 2PC A    

中心角 PC B は、円周角 PAB の 2倍であるから 2PC B    

すると、 2( )ACB AC B          であるから、 

四角形 ACBC は、△ ABC の外接円に内接している。 

すなわち、C は△ ABC の外接円上にある。 

 

したがって、 CBACBA  ,,,,, は、同一円周上にある。 

 

以上により、 CBACBA  ,,,,, が、同一円周上にあるための必要十分条件は、P が△ ABC の内心に一致する

ことであることが示された。(証明終) 

 

 

(注) 

, ,A B C  は、それぞれ , ,AP BP CP の延長上にあることがわかるが、これを前提にしてはならない。 


