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(1) 

𝑥2 − 2𝑝𝑥 − 1 = 0を解くと 𝑥 = 𝑝 ± √𝑝2 + 1 |𝛼| > 1より α = 𝑝 + √𝑝2 + 1, 𝛽 = 𝑝 − √𝑝2 + 1 

𝑋𝑛 = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛とする。解と係数の関係より、𝑋1 = 𝛼 + 𝛽 = 2𝑝は偶数。𝛼𝛽 = −1であるから、 

𝑋2 = 𝛼2 + 𝛽2 = (𝛼 + 𝛽)2 − 2𝛼𝛽 = 4𝑝2 + 2は偶数。 

 

𝑛 ≧ 2とする。2𝑝𝑋𝑛 = (𝛼𝑛 + 𝛽𝑛)(𝛼 + 𝛽) = 𝛼𝑛+1 + 𝛽𝑛+1 + 𝛼𝛽(𝛼𝑛−1 + 𝛽𝑛−1) = 𝑋𝑛+1 − 𝑋𝑛−1より 

 ∴ 𝑋𝑛+1 = 2𝑝𝑋𝑛 + 𝑋𝑛−1 

上記の漸化式により、𝑋1, 𝑋2は偶数であるから、以下帰納的に、𝑋𝑛は偶数である。(証明終) 

 

(2) 

 sin(𝛼𝑛𝜋) = sin{(𝑋𝑛 − 𝛽𝑛)𝜋} = sin(𝑋𝑛𝜋) cos(𝛽𝑛𝜋) − cos(𝑋𝑛𝜋) sin(𝛽𝑛𝜋) 

𝑋𝑛は偶数より、sin(𝑋𝑛𝜋) = 0, cos(𝑋𝑛𝜋) = 1であるから ∴ sin(𝛼𝑛𝜋) = − sin(𝛽𝑛𝜋) 

 (−𝛼)𝑛 sin(𝛼𝑛𝜋) = −(−𝛼)𝑛 sin(𝛽𝑛𝜋) = −(−𝛼)𝑛𝛽𝑛𝜋 ∙
sin(𝛽𝑛𝜋)

𝛽𝑛𝜋
= −(−𝛼𝛽)𝑛𝜋 ∙

sin(𝛽𝑛𝜋)

𝛽𝑛𝜋
= −𝜋 ∙

sin(𝛽𝑛𝜋)

𝛽𝑛𝜋
 

ここで、𝛽 = −
1

𝑝 + √𝑝2 + 1
であり、 lim

𝑛→∞
𝛽𝑛 = 0 であるから ∴ lim

𝑛→∞
(−𝛼)𝑛 sin(𝛼𝑛𝜋) = −𝜋 ⋯ ⋯ (答) 


