
2021年京大理□5  

(1) 

円周角の定理により、点𝐴は、𝐵𝐶を弦とする円上を動く。△𝐴𝐵𝐶の外心は、この円の中心に等しい。 

正弦定理より、この円の半径を𝑅とすると 2𝑅 =
𝐵𝐶

sin∠𝐵𝐴𝐶
= 4 ∴ 𝑅 = 2 

△𝐴𝐵𝐶の外心は、𝐵𝐶の垂直二等分線上、すなわち𝑦軸上にあるので、座標を𝑃(0, 𝑝)とおく。 

𝑃𝐵 = 𝑃𝐶 = 2より 3 + (𝑝 + 1)2 = 4 (𝑝 + 1)2 = 1 ∴ 𝑝 = −2, 0 

𝑝 = −2のとき、△𝐴𝐵𝐶の外接円の方程式は𝑥2 + (𝑦 + 2)2 = 4となるが、このとき常にy ≦ 0であるから、不適。 

したがって𝑝 = 0であり、求める外心の座標は ∴ (0, 0) ……(答) 

 

(2) 

△𝐴𝐵𝐶の外接円の方程式は𝑥2 + 𝑦2 = 4であり、点𝐴はこの円の𝑦 > 0の部分を動く。 

点𝐴(2cos𝜃 , 2 sin 𝜃) (0 < 𝜃 < 𝜋)とおき、△𝐴𝐵𝐶の垂心を𝐻(𝑋, 𝑌)とする。 

 

𝐻は𝐴から𝐵𝐶に下した垂線上にあるから 𝑋 = 2 cos𝜃 ──① 

𝐵𝐴 ⊥ 𝐶𝐻であるから 

 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2 cos𝜃 + √3, 2 sin 𝜃 + 1), 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (2 cos 𝜃 − √3, 𝑌 + 1) 

 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 4 cos2 𝜃 − 3 + (2 sin𝜃 + 1)(𝑌 + 1) 

         = 1 − 4 sin2 𝜃 + (1 + 2 sin𝜃)(𝑌 + 1) 

         = (1 + 2 sin𝜃)(2 − 2sin 𝜃 + 𝑌) = 0 

sin𝜃 > 0より 2 − 2 sin𝜃 + 𝑌 = 0 ∴ 𝑌 = 2 sin𝜃 − 2 ──② 

 

①、②より cos2 𝜃 + sin2 𝜃 =
𝑋2

4
+

(𝑌 + 2)2

4
= 1 ∴ 𝑋2 + (𝑌 + 2)2 = 4 

𝐻の軌跡は、円𝑥2 + (𝑦 + 2)2 = 4の𝑦 > −2の部分である。……(答) 
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