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自然数 nに対して、 111 21)(   kkk
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今、 1k 乗和を表す nについての k 次多項式 )(nPk が、ただ一つ存在することを数学的帰納法で示す。 

(1)より、 2,1k のとき成立。 

kl≦ のとき、 1l 乗和を表す nについての l 次多項式 )(nPl がただ一つ存在すると仮定する。 
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1i から ni  まで①の両辺の和をとると 

 

)()()()(

11)1(

1012111111

1

01

1

11

1

1
11

1

1
1

nPCnPCnPCnPC

CiCiCiCn

kkkkkkkk

n

i

k

n

i

k

n

i

k
kk

n

i

k
kk

k























 




 

 
1

)(1)1(

1

)()()(1)1(
)( 1

11
1

10121111
1

1




















k

nPCn

k

nPCnPCnPCn
nP

k

i

iik
k

kkkkk
k

k


 

 

これより、 )(1 nPk は 1k 次多項式である。 

仮定により、 )(,),(),( 21 nPnPnP k はすべてただ一つ存在するから、 )(1 nPk もただ一つ存在する。 

ここで、(1)より、 )(),( 21 xPxP は一般の実数 xについてただ一つ存在する。 

したがって、 )(3 xP も一般の実数 xについてただ一つ存在することがわかる。 

以下帰納的に、 ),(),(),( 654 xPxPxP も一般の実数 xについてただ一つ存在することがわかる。 

以上により題意は示された。(証明終) 
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1)1( kP であるから、最初の式より 11 c  整数 1c がただ一つに決まる。 

以下、 )(,),3(),2( kPPP kkk  はべき乗和であるから整数であり、二項係数はすべて整数であるから、 

 

 12 2)2( cPc k   1c より整数 2c がただ一つに決まる。 

 213 33)3( ccPc k   21 , cc より整数 3c がただ一つに決まる。 

   

 112211)(  kkkkkkk cCcCcCkPc   121 ,,, kccc  より整数 kc がただ一つに決まる。 

 

したがって、整数 kccc ,,, 32  が順次ただ一つに決まるから、題意は示された。(証明終) 

 



(注) 

(2)は具体的な式の算出までは要求していないが、係数の一部を求めると 
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一般式はベルヌーイ数 nB を用いて以下のように表せる。 )10()1(  knB
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nB は以下の漸化式で定義される。 
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nB を具体的に求めると以下の通りで、 nが1以外の奇数であるとき、 0nB となる。 
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(2)の(解答 2)は、べき乗和の公式の一般的な求め方である。 

 


