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(1) 

数学的帰納法で示す。 

1n のとき Nxqqxpp  01101 , であるから Nxqpx ≦≦ 111   
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少なくとも、 1x は
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≦ を満たし、 Nx は満たさないので、 1k は 11 1 Nk ≦≦ なる自然数。 

したがって、 1n のとき成立。 

 

2n のとき 12 kk  であるから 11 2  Nk ≦≦  
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また、 2p は
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≦ を満たす ix の平均値であり、 2q は
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 を満たす ix の平均値であるから、 

22 qp  は明らかである。 Nxqpx ≦≦ 221   

したがって、 2n のとき成立。 

 

lln 2,12  のとき、成立すると仮定する。 

12  ln のとき llll qqpp 212212 ,   であるから、仮定より Nll xqpx ≦≦ 12121    
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少なくとも、 1x は
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≦ を満たし、 Nx は満たさないので、 12 lk は 11 12  Nk l ≦≦ なる自然数。 

したがって、 12  ln のとき成立。 

 

22  ln のとき 1222   ll kk であるから 11 22   Nk l ≦≦  
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22 lp は
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≦ を満たす ix の平均値であり、 22 lq は
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1222   ll qp は明らかである。 Nll xqpx ≦≦ 22221    

したがって、 22  ln のとき成立。 

 

以上により、題意は示された。(証明終) 
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1 nn kk より 
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 1 nn JJ ≦  
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nk と 1nk の大小関係は不明である。 

 

1 nn kk のとき 
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 1 nn JJ  

 

1 nn kk のとき 
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であるから 

 




























































n

n

n

n

n

n

k

ki

innnnnnnnnn

N

i

i

nnnn

k

ki

innn

k

ki

innn

N

i

in

xpqqkNpkqkNpkx

qkNpkxqkNqxpkpxJ

1

222
1

2
1

1

2

22

1

1

1

1

1

2

1

11

)(2)()(22

)()(22

 

 












































n

n

n

n

n

n

k

ki

innnnnn

k

ki

innnnnn

k

ki

innnnnnnnnnnn

xpqkkpq

xpqpqkk

xpqqkNpkqkNpkJJ

1

1

1

22
1

1

222
1

2
11

1

1

1

2))(()(

)(2))((

)(2)()(
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1 nn kk のとき 
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 1 nn JJ  

 

以上により、いずれにしても 1nn JJ ≦ が示された。(証明終) 

 



(3) 

nk は 11 Nkn ≦≦ なる自然数であり、 nk がとり得る値は有限個である。 

nk が決まれば、 nn qp , がそれぞれただ 1つに決まるので、 nnn qpk ,, の組は有限個である。 

nnn qpk ,, の組が決まれば、 nJ はただ 1つに決まるので、 nJ がとり得る値は有限個である。 

 

(2)より、 nn JJJJ ≧≧≧≧ 121  であるが、 nJ がとり得る値は有限個であるから、 nが十分大きくなり、 

nJ がとり得る値の最小値に達すれば、それ以上小さくなることができないので、 nn JJ 1 となる。 

 

今、 12 mn≧ において、 nn JJ 1 が成立しているとする。 

11,   nnnn qqpp であり、 nk は
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i
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nn kk 1 であり、したがって 1111 ,   nnnnnn qqqppp である。 

1212 ,   nnnn qqpp であり、 2nk は
2
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i
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ここで、
22

1111  


 nnnn qpqp
であるから、 nn kk 2 であり、すなわち nnn kkk   12 。 

以下帰納的に、 1111 ,,,   nnnnnnnn kkqqppJJ がわかる。 

以上により示された。(証明終) 


