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(2)より、 2≧n において 111 4   nnnn aaaaa であるから )1(4 12 ≧naaa nnn    ──① 

(1)より、 21 , aa は自然数であるから、①より、以下帰納的に、 ,,, 543 aaa も自然数であることがわかる。 

したがって、すべての nについて、 na は自然数である。(証明終) 

 

(4) 

2
2 3218 a と 2

1 24 a の最大公約数は、 2である。 19276 2
3 a と 2a の最大公約数は、 2である。 

すべての nについて、 1na と na の最大公約数は、 2であると予想されるので、数学的帰納法により示す。 

2,1n のとき成立。 

kn  のとき、 1ka と ka の最大公約数が 2であると仮定し、 kkkk baba 2,2 11   とおく。 

ここで、 kk bb ,1 は、互いに素な自然数である。 

)4(24 112 kkkkk bbaaa   であり、 kk bb 14 と 1kb の最大公約数を調べる。 

qkbpkbb kkk   11 ,4 とおくと pkbqk k 4  kqpbk )4(   

これより、 k は kk bb ,1 の公約数であるが、 kk bb ,1 は互いに素であるから、 1k しかあり得ない。 

kk bb 14 と 1kb の最大公約数は1であり、 kk bb 14 と 1kb は互いに素であることが示された。 

したがって、 2ka と 1ka の最大公約数は 2であり、 1 kn でも成立。 

 

以上により、 1na と na の最大公約数は 2  ……(答) 


