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(1) 

𝑃(𝑋, 𝑌, 0)とする。𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
𝑋 − 1

𝑌
−2

)で、線分𝐴𝑃上の点𝑄は 

 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑡𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
1
0
2
) + 𝑡 (

𝑋 − 1
𝑌
−2

) = (
1 + 𝑡(𝑋 − 1)

𝑡𝑌
2(1 − 𝑡)

) (0 ≦ 𝑡 ≦ 1) 

と表される。𝑃の𝑧座標が 1になるのは𝑡 =
1

2
のときで、このときの𝑄の𝑥座標、𝑦座標は 

 𝑥 =
1

2
(𝑋 + 1), 𝑦 =

1

2
𝑌 𝑋 = 2𝑥 − 1, 𝑌 = 2𝑦 

𝑋2 + 𝑌2 ≦ 1に代入すると (2𝑥 − 1)2 + 4𝑦2 ≦ 1 ∴ (𝑥 −
1

2
)
2

+ 𝑦2 ≦
1

4
 

𝑧 = 1による𝑇の切り口は(𝑥 −
1

2
)
2

+ 𝑦2 ≦
1

4
と表され、 

𝑧 = 1による𝑆の切り口は𝑥2 + 𝑦2 ≦
1

4
であるから、図示 

すると右図の通り。 

 

 

(2) 

𝑃が𝑧 = 𝑘(0 ≦ 𝑘 < 2)における𝑆の切り口内を動くとする。このとき、𝑃は半径
2 − 𝑘

2
の円内を動く。 

𝑃(𝑋, 𝑌, 𝑘)とすると、𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
𝑋 − 1

𝑌
𝑘 − 2

)である。線分𝐴𝑃上の点𝑄は 

 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑡𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
1
0
2
) + 𝑡 (

𝑋 − 1
𝑌

𝑘 − 2
) = (

1 + 𝑡(𝑋 − 1)
𝑡𝑌

2 + 𝑡(𝑘 − 2)
) (0 ≦ 𝑡 ≦ 1) 

と表される。𝑃の𝑧座標が𝑢(𝑘 ≦ 𝑢 < 2)となるとき 𝑢 − 2 = 𝑡(𝑘 − 2) 𝑡 =
2 − 𝑢

2 − 𝑘
 

このときの𝑄の𝑥座標、𝑦座標は 

 𝑥 = 1 +
2 − 𝑢

2 − 𝑘
(𝑋 − 1), 𝑦 =

2 − 𝑢

2 − 𝑘
𝑌 ∴ 𝑋 =

2 − 𝑘

2 − 𝑢
(𝑥 − 1) + 1 =

2 − 𝑘

2 − 𝑢
(𝑥 −

𝑢 − 𝑘

2 − 𝑘
) , 𝑌 =

2 − 𝑘

2 − 𝑢
𝑦 

𝑋2 + 𝑌2 ≦
(2 − 𝑘)2

4
に代入すると (𝑥 −

𝑢 − 𝑘

2 − 𝑘
)
2

+ 𝑦2 ≦
(2 − 𝑘)2

4
∙ (

2 − 𝑢

2 − 𝑘
)
2

=
(2 − 𝑢)2

4
 

𝐴𝑃が通過する範囲の𝑧 = 𝑢(≧ 𝑘)における切り口は、中心(
𝑢 − 𝑘

2 − 𝑘
, 0)、半径

2 − 𝑢

2
の円である。 

この半径は𝑘に依存せず、0 ≦ 𝑘 ≦ 𝑢のとき 0 ≦
𝑢 − 𝑘

2 − 𝑘
≦

𝑢

2
である。 
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このことを考慮し、𝑃が𝑆全体を動くときを考える。 

𝑃が𝑆全体を動くとき、𝐴𝑃が通過する範囲の𝑧 = 𝑢(0 ≦ 𝑢 ≦ 2)における切り口は、𝑥𝑦平面において、 

半径
2 − 𝑢

2
の円の中心が、(0,0)から(

𝑢

2
, 0)まで動いたときに通過する範囲の面積に等しい。 

 

図示すると右図のようになり、面積は 

 𝑆(𝑢) = 𝜋
(2 − 𝑢)2

4
+ (2 − 𝑢) ∙

𝑢

2
=

𝜋 − 2

4
𝑢2 − (𝜋 − 1)𝑢 + 𝜋 

求める体積は 

 ∫ 𝑆(𝑢)𝑑𝑢
2

0

=
𝜋 − 2

4
∫ 𝑢2𝑑𝑢

2

0

− (𝜋 − 1)∫ 𝑢𝑑𝑢
2

0

+ 𝜋∫ 𝑑𝑢
2

0

 

       =
𝜋 − 2

4
[
𝑢3

3
]
0

2

− (𝜋 − 1) [
𝑢2

2
]
0

2

+ 𝜋[𝑢]0
2 

       =
𝜋 − 2

4
∙
8

3
− 2(𝜋 − 1) + 2𝜋 =

2𝜋 + 2

3
 ⋯⋯(答) 
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