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(1) 

𝑔(𝑥) = 𝑄(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑟(𝑥)と書ける。𝑟(𝑥)は 2 次以下の整式である。 

 𝑔(𝑥)7 = {𝑄(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑟(𝑥)}7 = ∑ 𝐶𝑛7 {𝑄(𝑥)𝑓(𝑥)}7−𝑛𝑟(𝑥)𝑛
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= ∑ 𝐶𝑛7 {𝑄(𝑥)𝑓(𝑥)}7−𝑛𝑟(𝑥)𝑛
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+ 𝑟(𝑥)7 

∑ 𝐶𝑛7 {𝑄(𝑥)𝑓(𝑥)}7−𝑛𝑟(𝑥)𝑛
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は𝑓(𝑥)で割り切れる。 

したがって、𝑔(𝑥)7を𝑓(𝑥)で割った余りは、𝑟(𝑥)7を𝑓(𝑥)で割った余りに等しい。(証明終) 

 

(2) 

ℎ(𝑥)7 = 𝑄(𝑥)𝑓(𝑥) + ℎ1(𝑥)と書ける。 

(1)で示した通り、ℎ(𝑥)49を𝑓(𝑥)で割った余りは、ℎ1(𝑥)7を𝑓(𝑥)で割った余りに等しい。 

ℎ1(𝑥)7を𝑓(𝑥)で割った余りがℎ(𝑥)に等しいから、ℎ(𝑥)49を𝑓(𝑥)で割った余りもℎ(𝑥)に等しい。 

これより、ℎ(𝑥)49 − ℎ(𝑥)は𝑓(𝑥)で割り切れる。 

 

ℎ(𝑥)49 − ℎ(𝑥) = 𝑄(𝑥)𝑓(𝑥) = 𝑄(𝑥)(𝑥 − 1)2(𝑥 − 2)と書ける。𝑥 = 1, 2 を代入すると 

 ℎ(1)49 − ℎ(1) = 0 ──① ℎ(2)49 − ℎ(2) = 0 ──② 

 

ℎ(𝑥)49 − ℎ(𝑥) = 𝑄(𝑥)(𝑥 − 1)2(𝑥 − 2)の両辺を微分すると 

 49ℎ(𝑥)48 ∙ ℎ′(𝑥) − ℎ′(𝑥) = 𝑄′(𝑥)(𝑥 − 1)2(𝑥 − 2) + 2𝑄(𝑥)(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) + 𝑄(𝑥)(𝑥 − 1)2 

𝑥 = 1 を代入して ℎ′(1){49ℎ(1)48 − 1} = 0 ──③ 

 

①、②、③が同時に成り立つ必要がある。 

①より ℎ(1){ℎ(1)48 − 1} = ℎ(1){ℎ(1)2 − 1}{ℎ(1)46 + ℎ(1)44 + ⋯ + ℎ(1)2 + 1} = 0 

ℎ(1)は実数であるから ∴ ℎ(1) = −1, 0, 1 

同様に②より ∴ ℎ(2) = −1, 0, 1 

③より ℎ′(1) = 0 またはℎ(1)48 =
1

49
であるが、①よりℎ′(1) = 0 に限られる。 

ℎ′(𝑥) = 2𝑥 + 𝑎より ℎ′(1) = 2 + 𝑎 = 0 ∴ 𝑎 = −2 

ℎ(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 𝑏より ℎ(1) = 𝑏 − 1 ℎ(2) = 𝑏 

ℎ(1) = 0 とすると𝑏 = 1 であるから、ℎ(2) = 1 を満たし、①、②、③が同時に成り立つ。 

ℎ(1) = 1 とすると𝑏 = 2 であるから、ℎ(2) = 2 となり不適。 

ℎ(1) = −1 とすると𝑏 = 0 であるから、ℎ(2) = 0 を満たし、①、②、③が同時に成り立つ。 

ℎ(2) = −1 とすると𝑏 = −1 であるから、ℎ(1) = −2 となり不適。 

 

以上により、求める組は ∴ (𝑎, 𝑏) = (−2, 0), (−2, 1) ……(答) 


