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(1) 

𝑃, 𝑄は𝑥𝑦平面上の円𝑥2 + 𝑦2 = 25 上の点である。𝑃(𝑎, 𝑏, 0), 𝑄(𝑐, 𝑑, 0)とする。また、𝑅(𝑢, 𝑣, 𝑤)とする。 

𝑃𝑄の中点𝑀を(𝑠, 𝑡, 0)とすると 𝑠 =
𝑎 + 𝑐

2
, 𝑡 =

𝑏 + 𝑑

2
 

三角形𝑃𝑄𝑅の重心が(2, 0, 1)であることから 

 
𝑎 + 𝑐 + 𝑢

3
=

2𝑠 + 𝑢

3
= 2,

𝑏 + 𝑑 + 𝑣

3
=

2𝑡 + 𝑣

3
= 0,

𝑤

3
= 1 ∴ 𝑢 = 6 − 2𝑠, 𝑣 = −2𝑡, 𝑤 = 3 ──① 

①を𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2 = 25 に代入すると 

 (6 − 2𝑠)2 + 4𝑡2 + 9 = 25 4(𝑠 − 3)2 + 4𝑡2 = 16 ∴ (𝑠 − 3)2 + 𝑡2 = 4 

𝑀は𝑥𝑦平面上の円(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 = 4 上を動く。 

 

ここで、点(5, 0)は円𝑥2 + 𝑦2 = 25 上の点である。𝑃 ≠ 𝑄であるから、 

𝑀は円𝑥2 + 𝑦2 = 25 上の点ではない。 

求める𝑀の軌跡は、𝑥𝑦平面上の円(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 = 4 から点(5, 0)を 

除いた部分である。図示すると右の通り。 

 

(2) 

原点を𝑂とすると、𝑃𝑄は𝑂𝑀と垂直である。 

𝑀(𝑠, 𝑡)とする。𝑡 ≠ 0 とすると、𝑂𝑀の傾きは
𝑡

𝑠
、𝑃𝑄の傾きは−

𝑠

𝑡
となる。 

𝑃𝑄の方程式は 𝑦 = −
𝑠

𝑡
(𝑥 − 𝑠) + 𝑡 ∴ 𝑠𝑥 + 𝑡𝑦 = 𝑠2 + 𝑡2 ──② これは𝑡 = 0 でも成立する。 

𝑠 = 3 + 2 cos 𝜃 , 𝑦 = 2 sin 𝜃とおけるので、②に代入すると 

 (3 + 2 cos 𝜃)𝑥 + (2 sin 𝜃)𝑦 = 9 + 4 + 12 cos 𝜃 = 13 + 12 cos 𝜃 

 2(𝑥 − 6) cos 𝜃 + 2𝑦 sin 𝜃 = 13 − 3𝑥 

 2(𝑥 − 6) cos 𝜃 + 2𝑦 sin 𝜃 = 2√(𝑥 − 6)2 + 𝑦2 sin(𝜃 + 𝛼) (sin 𝛼 =
𝑥 − 6

√(𝑥 − 6)2 + 𝑦2
, cos 𝛼 =

𝑦

√(𝑥 − 6)2 + 𝑦2
) 

 sin(𝜃 + 𝛼) =
13 − 3𝑥

2√(𝑥 − 6)2 + 𝑦2
 |sin(𝜃 + 𝛼)| =

|13 − 3𝑥|

2√(𝑥 − 6)2 + 𝑦2
≦ 1 |13 − 3𝑥|  ≦ 2√(𝑥 − 6)2 + 𝑦2 

両辺を 2 乗すると 

 |13 − 3𝑥|2 = 169 − 78𝑥 + 9𝑥2  ≦ 4(𝑥2 − 12𝑥 + 36 + 𝑦2) 5𝑥2 − 30𝑥 + 25 − 4𝑦2 ≦ 0 

 5(𝑥 − 3)2 − 4𝑦2 ≦ 20 ∴
(𝑥 − 3)2

4
−

𝑦2

5
≦ 1 

 

双曲線
(𝑥 − 3)2

4
−

𝑦2

5
= 1 と円𝑥2 + 𝑦2 = 25 の交点を求める。 

 𝑥2 +
5(𝑥 − 3)2

4
− 5 = 25 4𝑥2 + 5(𝑥2 − 6𝑥 + 9) − 120 = 9𝑥2 − 30𝑥 − 75 = 0 

𝑥2 + 𝑦2 = 25 
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(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 = 4 



 3𝑥2 − 10𝑥 − 25 = (3𝑥 + 5)(𝑥 − 5) = 0 ∴ 𝑥 = −
5

3
, 5 

𝑥 = −
5

3
のとき 𝑦2 = 25 −

25

9
=

200

9
 ∴ 𝑦 = ±

10√2

3
 

 

𝑃𝑄が動く範囲は、
(𝑥 − 3)2

4
−

𝑦2

5
≦ 1 かつ𝑥2 + 𝑦2 ≦ 25 である。 

ただし、点(5, 0)は除く。 

図示すると右の通り。 

点(5, 0)以外の境界線を含む。 
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𝑥2 + 𝑦2 = 25 


