
新 微分積分 II

3章　重積分　 § 1 　 2重積分 (p.73～p.74)

練習問題 1-A

1. （ 1）　

1

2

x

y

O

　 与式 =
∫ 1

0

{∫ 2x

2x2
(3y2 − xy) dy

}
dx

=
∫ 1

0

[
y3 − x

2
y2

]2x

2x2

dx

=
∫ 1

0

{(
8x3 − x

2
· 4x2

)

−
(
8x6 − x

2
· 4x4

)}
dx

=
∫ 1

0

(8x3 − 2x3 − 8x6 + 2x5) dx

=
∫ 1

0

(−8x6 + 2x5 + 6x3) dx

=
[
− 8

7
x7 + 1

3
x6 + 3

2
x4

]1

0

= − 8
7

+ 1
3

+ 3
2

= −48 + 14 + 63
42

= 29
42

（ 2）　

1

1 2
x

y

O

　 与式 =
∫ 2

1

{∫ 1

0

x
(x + y)2

dy

}
dx

=
∫ 2

1

[
− x

x + y

]1

0

dx

=
∫ 2

1

{(
− x

x + 1

)

−
(
− x

x + 0

)}
dx

=
∫ 2

1

(
− x

x + 1
+ 1

)
dx

=
∫ 2

1

1
x + 1

dx

=
∫ 2

1

(x + 1)′

x + 1
dx

=
[

log x + 1
]2

1

= log 3− log 2 = log 3
2

（ 3）　

π
2

y = x

y = 2x

x

y

O

　 与式 =
∫ π

2

0

{∫ 2x

x

sin(2x + y) dy

}
dx

=
∫ π

2

0

[
− cos(2x + y)

]2x

x

dx

=
∫ π

2

0

(− cos 4x + cos 3x) dx

=
[
− 1

4
sin 4x + 1

3
sin 3x

]π
2

0

= − 1
4

sin 2π + 1
3

sin 3
2

π − 0

= − 1
4
· 0 + 1

3
· (−1) = − 1

3
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（ 4）　

1

1

x =
√

y x = y

x

y

O

　 与式 =
∫ 1

0

{∫ √
y

y

x2 dx

}
dy

=
∫ 1

0

[
1
3

x3

]√y

y

dy

= 1
3

∫ 1

0

{(√y)3 − y3} dy

= 1
3

∫ 1

0

(y
3
2 − y3) dy

= 1
3

[
2
5

y
5
2 − 1

4
y4

]1

0

= 1
3

(
2
5
− 1

4

)

= 1
3
· 8− 5

20
= 1

20

2. 下の図のように，頂点を定める．

1

2 A

B
3

D

x

y

O

　直線 OAの式は，y = 2xであるから，x = 1
2

y

　直線ABの式は，y = −x+3であるから，x = −y+3

　よって，領域 D は，次の不等式によって表すことが

できる．

　　 0 <= y <= 2, 1
2

y <= x <= −y + 3

したがって

　 与式 =
∫ 2

0

{∫ −y+3

1
2 y

y2 dx

}
dy

=
∫ 2

0

[
y2x

]−y+3

1
2 y

dy

=
∫ 2

0

{
y2(−y + 3)− y2 · 1

2
y
}

dy

=
∫ 2

0

{
− 3

2
y3 + 3y2

}
dy

=
[
− 3

8
y4 + y3

]2

0

= − 3
8
· 24 + 23

= −6 + 8 = 2

〔別解〕

　図のように，領域Dを 2つの領域D1, D2 に分ける

と

　 D1 = { (x, y) | 0 <= x <= 1, 0 <= y <= 2x}
　 D2 = { (x, y) | 1 <= x <= 3, 0 <= y <= −x + 3}

1

2 A

B
3

D1 D2

x

y

O

　よって

　 与式 =
∫∫

D1

y2 dxdy +
∫∫

D2

y2 dxdy

=
∫ 1

0

{∫ 2x

0

y2 dy

}
dx

+
∫ 3

1

{∫ 3−x

0

y2 dy

}
dx

=
∫ 1

0

[
1
3

y3

]2x

0

dx +
∫ 3

1

[
1
3

y3

]3−x

0

dx

= 1
3

∫ 1

0

(2x)3 dx + 1
3

∫ 3

1

(3− x)3 dx

= 8
3

[
1
4

x4

]1

0

− 1
3

[
1
4

(3− x)4
]3

1

= 2
3

(1− 0)− 1
12

(0− 24)

= 2
3

+ 4
3

= 6
3

= 2
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3. （ 1）　領域を図示すると

2

4 y = x2

x

y

O

　 y = x2 (0 <= x <= 2)より，x =
√

y であるか

ら，領域は次の不等式によって表すことができ

る．

　　 0 <= y <= 4, 0 <= x <=
√

y

　よって

　　　与式 =
∫ 4

0

{∫ √
y

0

f(x, y) dx

}
dy

（ 2）領域を図示すると

x = 2− y
2

2

4

x

y

O

　 x = 2 − y
2
より，y = −2x + 4であるから，

領域は次の不等式によって表すことができる．

　　 0 <= x <= 2, 0 <= y <= −2x + 4

　よって

　　与式 =
∫ 2

0

{∫ −2x+4

0

f(x, y) dy

}
dx

4. 　曲面と z = 0との交線は，0 =
√

xyより，x = 0また

は，y = 0であるから，領域は，0 <= x <= 2, 0 <= y <= 3

である．

　求める体積を V とすると

　　 V =
∫ 2

0

{∫ 3

0

√
xy dx

}
dy

=
∫ 2

0

[
1
y
· 2

3
xy
√

xy

]3

0

dy

=
∫ 2

0

[
2
3

x
√

xy

]3

0

dy

=
∫ 2

0

2
√

3y dy

= 2
[

1
3
· 2

3
3y

√
3y

]2

0

= 2
(

4
3
√

6
)

= 8
√

6
3

5. 　 z =
(
x + 1

2
y
)2

− 1
4

y2 + y2

=
(
x + 1

2
y
)2

+ 3
4

y2 >= 0

　よって，曲面は，xy 平面の上側にある．

また，領域 D は

　　 0 <= x <= 1, 0 <= y <= −2x + 2

　で表されるから，求める立体の体積を V とすると

y = −2x + 2

1

2

D

x

y

O

　　 V =
∫∫

D

(x2 + xy + y2) dx dy

=
∫ 1

0

{∫ 2−2x

0

(x2 + xy + y2) dy

}
dx

=
∫ 1

0

[
x2y + 1

2
xy2 + 1

3
y3

]2−2x

0

dx

=
∫ 1

0

{
x2(2− 2x) + 1

2
x(2− 2x)2

+ 1
3

(2− 2x)3
}

dx

=
∫ 1

0

{
2x2(1− x) + 4 · 1

2
x(1− x)2

+ 8 · 1
3

(1− x)3
}

dx

= 1
3

∫ 1

0

{6x2(1− x) + 6x(1− x)2

+ 8(1− x)3} dx

= 1
3

∫ 1

0

{6x2 − 6x3 + 6x− 12x2 + 6x3

+ 8(1− x)3} dx

= 1
3

∫ 1

0

{−6x2 + 6x + 8(1− x)3} dx

= 2
3

∫ 1

0

{−3x2 + 3x + 4(1− x)3} dx

= 2
3

[
− x2 − 3

2
x2 + (1− x)4

]1

0

= 2
3

{
−1 + 3

2
− (−1)

}

= 2
3
· 3

2
= 1
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練習問題 1-B

1. （ 1）　 y = −x2 + 2x

= −(x2 − 2x)

= −(x− 1)2 + 1

　また，2x− x2 = 0より，x(2− x) = 0である

から，曲線と x軸との交点の x座標は，x = 0, 2

　　領域を図示すると

1

1 y = 2x− x2

2 x

y

O

　この領域は次の不等式によって表すことがで

きる．

　　 0 <= x <= 2, 0 <= y <= 2x− x2

　よって

　　　 与式 =
∫ 2

0

{∫ 2x−x2

0

x dy

}
dx

=
∫ 2

0

[
xy

]2x−x2

0

dx

=
∫ 2

0

x(2x− x2) dx

=
∫ 2

0

(2x2 − x3) dx

=
[

2
3

x3 − 1
4

x4

]2

0

= 2
3
· 23 − 1

4
· 24

= 16
3
− 4 = 4

3

（ 2）　領域を図示すると

3

x = 3y

1

x

y

O

　よって

　　 与式 =
∫ 1

0

{∫ 3y

0

√
x + y dx

}
dy

=
∫ 1

0

[
2
3

(x + y)
3
2

]3y

0

dy

= 2
3

∫ 1

0

{
(4y)

3
2 − y

3
2

}
dy

= 2
3

∫ 1

0

(
4

3
2 y

3
2 − y

3
2

)
dy

= 2
3

∫ 1

0

(
8y

3
2 − y

3
2

)
dy

= 2
3

∫ 1

0

7y
3
2 dy

= 14
3

[
2
5

y
5
2

]1

0

= 14
3

[
2
5

√
y5

]1

0

= 14
3
· 2

5
= 28

15

（ 3）　領域を図示すると

1

y = x
2

1 2
x

y

O

　よって

　　 与式 =
∫ 2

1

{∫ x
2

0

x√
x2 − y2

dy

}
dx

=
∫ 2

1

x

[
sin−1 y

x

] x
2

0

dx (x > 0より)

=
∫ 2

1

x
(
sin−1 1

2
− sin−1 0

)
dx

=
∫ 2

1

x · π
6

dx

= π
6

∫ 2

1

x dx

= π
6

[
1
2

x2

]2

1

= π
12

(22 − 12)

= π
12

· 3 = π

4
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2. 　領域を図示すると

1

x = y√
3

x =
√

4− y2

2

√
3

x

y

O

　直線と円の交点を求めると

　　 x2 + (
√

3x)2 = 4

　　 4x2 = 4

　　 x2 = 1より，x = ±1

　 x >= 0における交点の座標は，(1,
√

3)

　また，y =
√

3xより，x = y√
3

　 x2 + y2 = 4, x >= 0より，x =
√

4− y2

　よって，領域は，次の不等式で表される．

　　 0 <= y <=
√

3,
y√
3

<= x <=
√

4− y2

　したがって

与式 =
∫ √

3

0

{∫ √
4−y2

y√
3

x dx

}
dy

=
∫ √

3

0

[
1
2

x2

]√4−y2

y√
3

dy

= 1
2

∫ √
3

0

{
(4− y2)− y2

3

}
dy

= 1
2

∫ √
3

0

(
4− 4

3
y2

)
dy

= 1
2

[
4y − 4

9
y3

]√3

0

= 1
2

(
4
√

3− 4
9
· 3
√

3
)

= 1
2
· 8

3
√

3 = 4
3

√
3

〔別解〕

　図のように，領域Dを 2つの領域D1, D2 に分ける

と

1

y =
√

3x

y =
√

4− x2

2
D1 D2 x

y

O

　 x2 + y2 = 4, y >= 0より，y =
√

4− x2 であるから

　 D1 =
{

(x, y)
∣∣ 0 <= x <= 1, 0 <= y <=

√
3x

}

　 D2 =
{

(x, y)
∣∣ 1 <= x <= 2, 0 <= y <=

√
4− x2

}

　したがって

　 与式 =
∫∫

D1

x dxdy +
∫∫

D2

x dxdy

=
∫ 1

0

{∫ √
3x

0

x dy

}
dx

+
∫ 2

1

{∫ √
4−x2

0

x dy

}
dx

=
∫ 1

0

[
xy

]√3x

0

dx +
∫ 2

1

[
xy

]√4−x2

0

dx

=
√

3
∫ 1

0

x2 dx +
∫ 2

1

x
√

4− x2 dx

　ここで

　
√

3
∫ 1

0

x2 dx =
√

3
[

1
3

x3

]1

0

=
√

3 · 1
3

=
√

3
3
· · · 1©

　
∫ 2

1

x
√

4− x2 dx において，4 − x2 = t とおくと，

−2x dx = dtであるから，x dx = − 1
2

dt，また，xと

tの対応は

　　　
x 1 → 2

t 3 → 0

よって

　
∫ 2

1

x
√

4− x2 dx =
∫ 0

3

√
t ·

(
− 1

2
dt

)

= 1
2

∫ 3

0

t
1
2 dt

= 1
2

[
2
3

t
3
2

]3

0

= 1
3

[
t
√

t

]3

0

= 1
3
· 3
√

3 =
√

3 · · · 2©

　 1©， 2©より，与式 =
√

3
3

+
√

3 = 4
3

√
3

　※ こちらの方が計算が大変ですね…．

3. 　領域は，−a <= y <= a, 0 <= x <=
√

a2 − y2 であるか

ら，これを図示すると

x =
√

a2 − y2

y =
√

a2 − x2

y = −√a2 − x2

a

a

−a

x

y

O

とどろき英数塾



新 微分積分 II

　 x =
√

a2 − y2 より，y = ±√a2 − x2

　よって，領域は次の不等式によって表すことができ

る．

　　 0 <= x <= a, −√a2 − x2 <= y <=
√

a2 − x2

　したがって

　　与式 =
∫ a

0





∫ √
a2−x2

−
√

a2−x2

f(x, y) dy



 dx

4. 　 x2 + y2 <= 2x + 2y − 1より

　　 x2 − 2x + y2 − 2y <= −1

　　 (x− 1)2 − 1 + (y − 1)2 − 1 <= −1

　　 (x− 1)2 + (y − 1)2 <= 1

　領域を図示すると

x = 1 +
√

2y − y2x = 1−
√

2y − y2

1

2

x

y

O

　 (x− 1)2 + (y − 1)2 = 1より

　　 (x− 1)2 = 1− (y − 1)2

　　 (x− 1)2 = 1− (y2 − 2y + 1)

　　 (x− 1)2 = 2y − y2

　　 x− 1 = ±
√

2y − y2

　よって，x = 1±
√

2y − y2 であるから，領域は次の

不等式によって表すことができる．

　　 0 <= y <= 2, 1−
√

2y − y2 <= x <= 1 +
√

2y − y2

　したがって

与式 =
∫ 2

0

{∫ 1+
√

2y−y2

1−
√

2y−y2
(xy − y) dx

}
dy

簡単のため，
√

2y − y2 = αとおく．

=
∫ 2

0

[
1
2

yx2 − yx

]1+α

1−α

dy

=
∫ 2

0

[
1
2

y{(1 + α)2 − (1− α)2}

−y{(1 + α)− (1− α)}
]

dy

=
∫ 2

0

(
1
2

y · 4α− y · 2α
)

dy

=
∫ 2

0

0 dy = 0

5. 　

x

y

z

a

a

2a

a
2

　領域は，0 <= x <= 2a, a
2

<= y <= aであるから，求め

る体積を V とすると

　 V =
∫ 2a

0

{∫ a

a
2

√
a2 − y2 dy

}
dx

=
∫ 2a

0

[
1
2

(
y
√

a2 − y2 + a2 sin−1 y
a

)]a

a
2

dx

= 1
2

∫ 2a

0

{
a2 sin−1 1

−
(

a
2

√
a2 − a2

4
+ a2 sin−1 1

2

)}
dx

= 1
2

∫ 2a

0

{
a2 · π

2
−

(
a
2

√
3
4

a2 + a2 · π
6

)}
dx

= 1
2

∫ 2a

0

(
π
2

a2 −
√

3
4

a2 − π
6

a2

)
dx

(a > 0より)

= 1
2

∫ 2a

0

(
π
3

a2 −
√

3
4

a2

)
dx

= 1
2

(
π
3

a2 −
√

3
4

a2

) ∫ 2a

0

dx

= 1
2

(
π
3

a2 −
√

3
4

a2

)[
x

]2a

0

= 1
2

(
π
3

a2 −
√

3
4

a2

)
· 2a

= π
3

a3 −
√

3
4

a3

= 1
12

a3(4π − 3
√

3)

※
∫ a

a
2

√
a2 − y2 dy の求め方の別解

　 y = a sin θ とおくと，dy = a cos θdθ

　また，y と θ の対応は

　　　
y a

2 → a

θ π
6 → π

2

よって
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∫ a

a
2

√
a2 − y2 dy =

∫ π
2

π
6

√
a2 − a2 sin2 θ · a cos θdθ

=
∫ π

2

π
6

a

√
a2(1− sin2 θ) cos θdθ

=
∫ π

2

π
6

a
√

a2 cos2 θ cos θdθ

　ここで，a > 0, π
6

<= θ <=
π
2
で，cos θ > 0である

から，
√

a2 cos2 θ = a cos θ

　よって∫ a

a
2

√
a2 − y2 dy = a2

∫ π
2

π
6

cos2 θ dθ

= a2

∫ π
2

π
6

1 + cos 2θ
2

dθ

= a2

2

∫ π
2

π
6

(1 + cos 2θ) dθ

= a2

2

[
θ + 1

2
sin 2θ

]π
2

π
6

= a2

2

{(
π
2

+ 1
2

sin π
)

−
(

π
6

+ 1
2

sin π
3

)}

= a2

2

(
π
2
− π

6
−
√

3
4

)

= a2

2

(
π
3
−
√

3
4

)

= a2

24
(4π − 3

√
3)

以下略
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