
新 微分積分 II

4章　微分方程式　 § 2 　 2階微分方程式 (p.127～p.128)

練習問題 2-A

1. （ 1）　特性方程式 λ2 − 2λ− 4 = 0を解くと

　　 λ =
−(−1)±

√
(−1)2 − 1 · (−4)

1

= 1±
√

5

　よって

　　 x = C1e(1+
√

5)t + C2e(1−√
5)t

(C1, C2は任意定数)

（ 2）　特性方程式 λ2−8λ+16 = 0を解くと，λ = 4

　よって

　　 x = (C1 + C2t)e4t

(C1, C2は任意定数)

（ 3）　特性方程式 λ2 + 3λ + 2 = 0 を解くと，λ =

−1, − 2であるから，斉次の場合の一般解は

　　 x = C1e
−t + C2e

−2t (C1, C2は任意定数)

　与えられた微分方程式の 1つの解を

　　 x = At2 + Bt + C と予想する．

　　 dx
dt

= 2At + B

　　 d2x
dt2

= 2A

　これらを，与えられた微分方程式に代入する

と

　 2A + 3(2At + B) + 2(At2 + Bt + C)

= t2 − t

　 2At2 + (6A + 2B)t + (2A + 3B + 2C)

= t2 − t

　よって

　　





2A = 1

6A + 2B = −1

2A + 3B + 2C = 0

　これを解いて，A = 1
2

, B = −2, C = 5
2

　したがって，1つの解は

　　 x = 1
2

t2 − 2t + 5
2

　以上より，求める一般解は

　 x = 1
2

t2 − 2t + 5
2

+ C1e−t + C2e−2t

(C1, C2は任意定数)

〔非斉次の特殊解の求め方の別解〕

　与えられた微分方程式は

　　 (D2 + 3D + 2)x = t2 − t

　と表せるので

　　 x = 1
D2 + 3D + 2

(t2 − t)

　山辺の方法を用いると
1
2 t2 −2t + 5

2

2 + 3D + D2
)

t2 −t

t2 +3t +1

−4t −1

−4t −6

5

5

0

　よって，x = 1
2

t2 − 2t + 5
2

〔または〕

x = 1
D2 + 3D + 2

(t2 − t)

= 1
(D + 2)(D + 1)

(t2 − t)

= 1

2
(
1 + D

2

)
(1 + D)

(t2 − t)

= 1
2

1(
1 + D

2

) (1−D + D2 + · · · )(t2 − t)

= 1
2

1(
1 + D

2

) {(t2 − t)− (2t− 1) + 2}

= 1
2

1(
1 + D

2

) (t2 − 3t + 3)

= 1
2

(
1− D

2
+ D2

4
+ · · ·

)
(t2 − 3t + 3)

= 1
2

{
(t2 − 3t + 3)− 1

2
(2t− 3) + 1

4
· 2

}

= 1
2

(t2 − 4t + 5)

= 1
2

t2 − 2t + 5
2

（ 4）　特性方程式 λ2 − 4λ + 13 = 0を解くと

　　 λ =
−(−2)±

√
(−2)2 − 1 · 13)
1

= 2±√−9 = 2± 3 i

よって，斉次の場合の一般解は

　　 x = e2t(C1 cos 3t + C2 sin 3t)

(C1, C2は任意定数)

　与えられた微分方程式の 1つの解を

　　 x = Ae2t と予想する．
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　　 dx
dt

= 2Ae2t

　　 d2x
dt2

= 4Ae2t

　これらを，与えられた微分方程式に代入する

と

　 4Ae2t − 4 · 2Ae2t + 13Ae2t = e2t

　 9Ae2t = e2t

　よって，9A = 1より，A = 1
9

　したがって，1つの解は

　　 x = 1
9

e2t

　以上より，求める一般解は

　 x = 1
9

e2t + e2t(C1 cos 3t + C2 sin 3t)

(C1, C2は任意定数)

〔非斉次の特殊解の求め方の別解〕

　与えられた微分方程式は

　　 (D2 − 4D + 13)x = e2t

　と表せるので

　　 x = 1
D2 − 4D + 13

e2t

= 1
22 − 4 · 2 + 13

e2t

= 1
9

e2t

（ 5）　特性方程式 λ2 − 2λ − 3 = 0 を解くと，λ =

−1, 3であるから，斉次の場合の一般解は

　　 x = C1e
−t + C2e

3t (C1, C2は任意定数)

　 e−t は，斉次の場合の一般解に含まれるから，

与えられた微分方程式の 1つの解を

　　 x = Ate−t と予想する．

　　 dx
dt

= A(e−t − te−t) = A(1− t)e−t

　　 d2x
dt2

= A{−e−t − (1− t)e−t}

= A(t− 2)e−t

　これらを，与えられた微分方程式に代入する

と

　 A(t− 2)e−t − 2A(1− t)e−t − 3Ate−t = e−t

　 −4Ae−t = e2t

　よって，−4A = 1より，A = − 1
4

　したがって，1つの解は

　　 x = − 1
4

te−t

　以上より，求める一般解は

　 x = − 1
4

te−t + C1e−t + C2e3t

(C1, C2は任意定数)

〔非斉次の特殊解の求め方の別解〕

　与えられた微分方程式は

　　 (D2 − 2D − 3)x = e−t

　と表せるので

　　 x = 1
D2 − 2D − 3

e−t

= e−t 1
(D − 1)2 − 2(D − 1)− 3

= e−t 1
D2 − 4D

= e−t 1
D(D − 4)

= e−t 1

−4D
(
1− D

4

)

= − 1
4

e−t 1
D

(
1 + D

4
+ · · ·

)

= − 1
4

e−t 1
D

= − 1
4

e−tt = − 1
4

te−t

（ 6）　特性方程式 λ2 + 1 = 0を解くと，λ = ± iで

あるから，斉次の場合の一般解は

　　 x = C1 cos t + C2 sin t

(C1, C2は任意定数)

　 cos t は，斉次の場合の一般解に含まれるか

ら，与えられた微分方程式の 1つの解を

　　 x = t(A cos t + B sin t)と予想する．

　 dx
dt

= (A cos t + B sin t)

+ t(−A sin t + B cos t)

= (A + Bt) cos t + (−At + B) sin t

　 d2x
dt2

= B cos t− (A + Bt) sin t

−A sin t + (−At + B) cos t

= (−At + 2B) cos t− (2A + Bt) sin t

　これらを，与えられた微分方程式に代入する

と

　　 (−At + 2B) cos t− (2A + Bt) sin t

+ t(A cos t + B sin t) = 2 cos t

　　 2B cos t− 2A sin t = 2 cos t

　よって，−2A = 0, 2B = 2 であるから，

A = 0, B = 1

　したがって，1つの解は

　　 x = t sin t

　以上より，求める一般解は

　 x = t sin t + C1 cos t + C2 sin t

(C1, C2は任意定数)
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〔非斉次の特殊解の求め方の別解〕

　与えられた微分方程式は

　　 (D2 + 1)x = 2 cos t

　と表せるので

　　 x = 2
D2 + 1

cos t

= 2
12 + 1

t sin t

= t sin t

2. 　 2式を上から 1©， 2©とする．
　 1©より，y = − dx

dt
+ x + t2 · · · 1©′

　 1©′ を tで微分すると

　　
dy
dt

= − d2x
dt2

+ dx
dt

+ 2t

　これらを 2©に代入すると
　　− d2x

dt2
+ dx

dt
+2t = 2x−

(
− dx

dt
+ x + t2

)
+t2−t

　　整理すると， d2x
dt2

+ x = 3t · · · 3©
　 3©の特性方程式 λ2 + 1 = 0を解くと，λ = ±i

　よって，一般解は，x = C1 cos t + C2 sin t

(C1, C2は任意定数)

　 3©の 1つの解を，x = At + B と予想すると

　　 dx
dt

= A

　　 d2x
dt2

= 0

　よって，0+At+B = 3tであるから，A = 3, B = 0

　したがって，x = 3t

　以上より，xの一般解は

　　 x = 3t + C1 cos t + C2 sin t

　これより， dx
dt

= 3− C1 sin t + C2 cos t

　これらを， 1©′ に代入して

　　 y = −(3− C1 sin t + C2 cos t)

+ (3t + C1 cos t + C2 sin t) + t2

= t2 + 3t− 3

+ (C1 − C2) cos t + (C1 + C2) sin t

よって

　　





x = 3t + C1 cos t + C2 sin t

y = t2 + 3t − 3

+(C1 − C2) cos t + (C1 + C2) sin t

(C1, C2は任意定数)

3. （ 1）　 x1 は，L(x) = 3tの解なので

　　 d2x1

dt2
− 4 dx1

dt
+ 3x1 = 3t

　また，x2 は，L(x) = sin tの解なので

　　 d2x2

dt2
− 4 dx2

dt
+ 3x2 = sin t

　よって

L(x1 + x2)

= d2

dt2
(x1 + x2)− 4 d

dt
(x1 + x2) + 3(x1 + x2)

= d2x1

dt2
− 4 dx1

dt
+ 3x1

+ d2x2

dt2
− 4 dx2

dt
+ 3x2

=3t + sin t

　したがって，x1 + x2 は，L(x) = 3t + sin tの

1つの解である．

（ 2）L(x) = 3t + sin tの特性方程式 λ2 − 4λ + 3 = 0

を解くと，λ = 1, 3であるから，斉次の場合の

一般解は

　　 x = C1e
t + C2e

3t

(C1, C2は任意定数)

　 L(x) = 3tの 1つの解を，x1 = At + B と予

想すると

　　 dx1

dt
= A

　　 d2x1

dt2
= 0

　これらを方程式に代入すると

　　 0− 4A + 3(At + B) = 3t

　　 3At + (−4A + 3B) = 3t

　よって

　　

{
3A = 3

−4A + 3B = 0

　これを解いて，A = 1, B = 4
3

　したがって，x1 = t + 4
3

　 L(x) = sin t の 1 つの解を，x2 = A cos t +

B sin tと予想すると

　　 dx2

dt
= −A sin t + B cos t

　　 d2x2

dt2
= −A cos t−B sin t

　これらを方程式に代入すると

　　 −A cos t−B sin t− 4(−A sin t + B cos t)

+ 3(A cos t + B sin t) = sin t

　　 (2A− 4B) cos t + (4A + 2B) sin t = sin t

　よって

　　

{
2A− 4B = 0

4A + 2B = 1

　これを解いて，A = 1
5

, B = 1
10

　したがって，x2 = 1
5

cos t + 1
10

sin t

　以上より

とどろき英数塾
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　　 x = x1 + x2 + C1e
t + C2e

3t

= t + 4
3

+ 1
5

cos t + 1
10

sin t

+C1et + C2e3t

〔特殊解の求め方の別解〕

　　 L(x) = 3tは，(D2 − 4D + 3)x = 3t

　と表せる．

　山辺の方法を用いると

t + 4
3

3 − 4D + D2
)
3t

3t − 4

4

4

0

　または

　　 x = 1
D2 − 4D + 3

3t

= 1
(D − 1)(D − 3)

3t

= 1

3(1−D)
(
1− D

3

) 3t

= 1
(1−D)

(
1 + D

3
+ · · ·

)
t

= 1
(1−D)

(
t + 1

3
· 1

)

= (1 + D + D2 + · · · )
(
t + 1

3

)

= t + 1
3

+ 1 = t + 4
3

　　 L(x) = sin tは，(D2 − 4D + 3)x = sin t

　と表せるので

　　 x = 1
D2 − 4D + 3

sin t

= 1
(D2 + 3)− 4D

sin t

=
(D2 + 3) + 4D

(D2 + 3)2 − 16D2 sin t

=
(−1 + 3) + 4D

(−1 + 3)2 − 16 · (−1)
sin t

= 2 + 4D
20

sin t

= 1
10

(1 + 2D) sin t

= 1
10

(sin t + 2 cos t)

= 1
10

sin t + 1
5

cos t

4. 　 d2x
dt2

+ k
m

x = 0

　特性方程式 λ2 + k
m

= 0を解くと， k
m

> 0である

から，λ = ±
√

k
m

i

　よって，一般解は

　　 x = C1 cos
√

k
m

t + C2 sin
√

k
m

t · · · 1©
(C1, C2は任意定数)

　これより

　　 dx
dt

= −C1

√
k
m

sin
√

k
m

t

+ C2

√
k
m

cos
√

k
m

t · · · 2©
　 1©に，t = 0, x = 0を代入して

　　 0 = C1 cos 0 + C2 sin 0，すなわち，C1 = 0

　 2©に，t = 0, dx
dt

= v0 を代入して

　　 v0 = −C1

√
k
m

sin 0 + C2

√
k
m

cos 0

　　 v0 = C2

√
k
m
，すなわち，C2 =

√
m

k
v0

　以上より，x =

√
m

k
v0 sin

√
k

m
t

練習問題 2-B

1. （ 1）　特性方程式 λ2 + 1 = 0を解くと，λ = ± iで

あるから，斉次の場合の一般解は

　　 x = C1 cos t + C2 sin t

(C1, C2は任意定数)

　与えられた微分方程式の 1つの解を

　　 x = A cos(2t+1)+B sin(2t+1)と予想す

る．

　 dx
dt

= −2A sin(2t + 1) + 2B cos(2t + 1)

　 d2x
dt2

= −4A cos(2t + 1)− 4B sin(2t + 1)

　これらを，与えられた微分方程式に代入する

と

　　 −4A cos(2t + 1)− 4B sin(2t + 1)

+ {A cos(2t + 1) + B sin(2t + 1)}
= sin(2t + 1)

　　 −3A cos(2t + 1)− 3BA sin t = sin(2t + 1)

　よって，−3A = 0, − 3B = 1 であるから，

A = 0, B = − 1
3

　したがって，1つの解は

とどろき英数塾
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　　 x = − 1
3

sin(2t + 1)

　以上より，求める一般解は

　　 x = − 1
3

sin(2t + 1)

+C1 cos t + C2 sin t

(C1, C2は任意定数)

〔非斉次の特殊解の求め方の別解〕

　与えられた微分方程式は

　　 (D2 + 1)x = sin(2t + 1)

　と表せるので

　　 x = 1
D2 + 1

sin(2t + 1)

= 1
−4 + 1

sin(2t + 1)

= − 1
3

sin(2t + 1)

（ 2）　特性方程式 λ2 − 1 = 0を解くと，λ = ±1で

あるから，斉次の場合の一般解は

　　 x = C1e
t + C2e

−t (C1, C2は任意定数)

　 et+2 = e2et は，斉次の場合の一般解に含まれ

るから，与えられた微分方程式の 1つの解を

　　 x = Atet+2 と予想する．

　 dx
dt

= A(et+2 + tet+2)

= A(t + 1)et+2

　 d2x
dt2

= A{et+2 + (t + 1)et+2}

= A(t + 2)et+2

　これらを，与えられた微分方程式に代入する

と

　　 A(t + 2)et+2 −Atet+2 = et+2

　　 2Aet+2 = et+2

　よって，A = 1であるから，A = 1
2

　したがって，1つの解は

　　 x = 1
2

tet+2

　以上より，求める一般解は

　　 x = 1
2

tet+2 + C1et + C2e−t

(C1, C2は任意定数)

〔非斉次の特殊解の求め方の別解〕

　与えられた微分方程式は

　　 (D2 − 1)x = et+2

　と表せるので

　　 x = 1
D2 − 1

et+2

= et+2 1
(D + 1)2 − 1

1

= et+2 1
D2 + 2D

1

= et+2 1
D(D + 2)

1

= et+2 1

2D
(
1 + D

2

) 1

= 1
2

et+2 1
D

(
1− D

2
+ · · ·

)
1

= 1
2

et+2 1
D

1

= 1
2

et+2t = 1
2

tet+2

（ 3）　特性方程式 λ2−4λ+4 = 0を解くと，λ = 2

（重解）であるから，斉次の場合の一般解は

　　 x = (C1 + C2t)e2t (C1, C2は任意定数)

　 d2x
dt2

− 4 dx
dt

+ 3x = e2t · · · 1©の 1つの解を

求める．

　 e2t, te2t は，いずれも 1©の一般解に含まれる
ので，1つの解を

　　 x = At2e2t と予想する．

　 dx
dt

= A(2te2t + t2 · 2e2t)

= 2A(t2 + t)e2t

　 d2x
dt2

= 2A{(2t + 1)e2t + (t2 + t) · 2e2t}

= 2A(2t2 + 4t + 1)e2t

　これらを， 1©に代入すると
　　 2A(2t2 + 4t + 1)e2t − 4 · 2A(t2 + t)e2t

+ 4At2e2t = e2t

　　 2Aet+2 = et+2

　よって，2A = 1であるから，A = 1
2

　したがって， 1©の 1つの解は

　　 x = 1
2

t2e2t

　 d2x
dt2

− 4 dx
dt

+ 4x = −2 sin 2t · · · 2© の 1 つ

の解を求める．

　 2©の 1つの解を

　　 x = A cos 2t + B sin 2tと予想する．

　 dx
dt

= −2A sin 2t + 2B cos 2t

　 d2x
dt2

= −4A cos 2t− 4B sin 2t

　これらを， 2©に代入すると
　　 −4A cos 2t− 4B sin 2t

− 4(−2A sin 2t + 2B cos 2t)

+ 4(A cos 2t + B sin 2t) = −2 sin 2t

とどろき英数塾



新 微分積分 II

　　 −8B cos 2t + 8A sin 2t = −2 sin 2t

　よって，−8B = 0, 8A = −2 であるから，

A = − 1
4

, B = 0

　したがって， 2©の 1つの解は

　　 x = − 1
4

cos 2t

　以上より，求める一般解は

　　 x = 1
2

t2e2t − 1
4

cos 2t

+(C1 + C2t)e2t

(C1, C2は任意定数)

〔非斉次の特殊解の求め方の別解〕

　 1©は，(D2 − 4D + 4)x = e2t

　と表せるので

　　 x = 1
D2 − 4D + 4

e2t

= e2t 1
(D + 2)2 − 4(D + 2) + 4

1

= e2t 1
D2 1

= e2t 1
D

t

= e2t · 1
2

t2 = 1
2

t2e2t

　 2©は，(D2 − 4D + 4)x = −2 sin 2t

　と表せるので

　　 x = − 2
D2 − 4D + 4

sin 2t

= − 2
(D2 + 4)− 4D

sin 2t

= − 2{(D2 + 4) + 4D}
(D2 + 4)2 − 16D2 sin 2t

= − 2{(−4 + 4) + 4D}
(−4 + 4)2 − 16 · (−4)

sin 2t

= − D
8

sin 2t = − 1
8

D sin 2t

= − 1
8
· 2 cos 2t = − 1

4
cos 2t

2. （ 1）　 dx
dt

= (2At + B)et + (At2 + Bt)et

= {At2 + (2A + B)t + B}et

　 d2x
dt2

= (2At + B)et

+ {At2 + (2A + B)t + B}et

= {At2 + (4A + B)t + 2A + 2B}et

　これらを，与えられた微分方程式に代入する

と

　　 {At2 + (4A + B)t + 2A + 2B}et

− 4{At2 + (2A + B)t + B}et

+ 3(At2 + Bt)et = tet

　　 −4Atet + 2A− 2B = tet

　よって

　　

{
−4A = 1

2A− 2B = 0

　これを解いて，A = − 1
4

, B = − 1
4

　よって，1つの解は，x = − 1
4

(t2 + t)et

※　微分演算子を利用すると

　与えられた微分方程式は

　　 (D2 − 4D + 3)x = tet

　と表せるので

　　 x = 1
D2 − 4D + 3

tet

= et 1
(D + 1)2 − 4(D + 1) + 3

t

= et 1
D2 − 2D

t

= et 1
D(D − 2)

t

= et 1

−2D
(
1− D

2

) t

= − 1
2

et 1
D

(
1 + D

2
+ · · ·

)
t

= − 1
2

et 1
D

(
t + 1

2
· 1

)

= − 1
2

et
(

1
2

t2 + 1
2

t
)

= − 1
4

(t2 + t)et

（ 2）　特性方程式 λ2−4λ+3 = 0を解くと，λ = 1, 3

であるから，斉次の場合の一般解は

　　 x = C1e
t + C2e

3t (C1, C2は任意定数)

　以上より，一般解は

　　 x = − 1
4

(t2 + t)et + C1et + C2e3t

(C1, C2は任意定数)

3. （ 1）　 u = log tより，t = eu, du
dt

= 1
t

　また

　　 dx
dt

= dx
du

du
dt

= 1
t

dx
du

d2x
dt2

= − 1
t2

dx
du

+ 1
t

d2x
du2

du
dt

= 1
t2

d2x
du2 − 1

t2
dx
du

　これらを与えられた方程式に代入すると

　　 t2
(

1
t2

d2x
du2 − 1

t2
dx
du

)

+ at
(

1
t

dx
du

)
+ bx = R(eu)

　　 d2x
du2 + (a− 1) dx

du
+ bx = R(eu)

とどろき英数塾
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　これは，定数係数の 2 階線形微分方程式であ

る．

（ 2）　（ 1）において，a = 1, b = −1, R(t) = 8t3

であるから，u = log tとすれば，与えられた微

分方程式は

　　 d2x
du2 + (1− 1) dx

du
− 1 · x = 8(eu)3

　　 d2x
du2 − x = 8e3u · · · 1©

　特性方程式 λ2 − 1 = 0を解くと，λ = ±1で

あるから，斉次の場合の一般解は

　　 x = C1e
u + C2e

−u (C1, C2は任意定数)

　 1©の 1つの解を

　　 x = Ae3u と予想する．

　 dx
dt

= 3Ae3u

　 d2x
dt2

= 9Ae3u

　これらを，与えられた微分方程式に代入する

と

　　 9Ae3u −Ae3u = 8e3u

　　 8Ae3u = 8e3u

　よって，8A = 8であるから，A = 1

　したがって，1つの解は

　　 x = e3u

　以上より，x = e3u + C1e
u + C2e

−u であるか

ら，求める一般解は

　　 x = e3 log t + C1e
log t + C2e

− log t

= elog t3 + C1e
log t + C2e

log t−1

= t3 + C1t + C2t
−1

= t3 + C1t + C2

t
(C1, C2は任意定数)

〔 1©の特殊解の求め方の別解〕
　 1©は，(D2 − 1)x = 8e3u

　と表せるので

　　 x = 8
D2 − 1

e3u

= 8
32 − 1

e3u = e3u

とどろき英数塾


