
面積の 1
12
公式［2］

　軸の異なる 2 つの合同な放物線 y = ax2 + bx + c，

··················
·

l

y = ax2 + bx + c y = ax2 + b′x + c′

x

S

y = ax2 + b′x + c′ と，この 2つの放物線の共通接線で

囲まれる部分の面積を S とする。

　図のように，それぞれの放物線と共通接線の接点の x

座標の差を lとすると

S =
1

12
a l3
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証明

　 2つの放物線の交点の x座標を求める。
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y = ax2 + bx + c

y = ax2 + b′x + c′

x

　　 ax2 + bx + c = ax2 + b′x + c′

　　 (b− b′)x = c′ − c

　軸が異なるので，b \= b′

　よって，x = − c− c′

b− b′
· · · 1©

　それぞれの放物線と共通接線との接点の x 座標を

α, β (α < β)とする。

　 y = ax2 + bx + cを微分すると

　　 y′ = 2ax + b

　よって，点 (α, aα2 + bα + c)における放物線の接線

の方程式は

　　 y − (aα2 + bα + c) = (2aα + b)(x− α)

　整理すると

　　 y = (2aα + b)x− aα2 + c · · · 2©
　 y = ax2 + b′x + c′ を微分すると

　　 y′ = 2ax + b′

　よって，点 (β, aβ2 + b′β + c′)における放物線の接線の方程式は

　　 y − (aβ2 + b′β + c′) = (2aβ + b′)(x− β)

　整理すると

　　 y = (2aβ + b′)x− aβ2 + c′ · · · 3©
　 2©と 3©は一致するので

　　

{
2aα + b = 2aβ + b′ · · · 4©
−aα2 + c = −aβ2 + c′ · · · 5©　　

　 4©より，b− b′ = 2a(β − α) · · · 4©′

　 5©より，c− c′ = −a(β2 − α2) · · · 5©′

　 4©′，5©′ を 1©に代入すると，交点の x座標は

　　 x = − −a(β2 − α2)
2a(β − α)

= α + β
2

とどろき英数塾



　よって，β − α = lとすれば，図のように交点の x座標と 2つの接点までの x座標の差はいずれも l
2
と

なる。

　ここで，直線 x = α + β
2

の両側で，面積の 1
3
公式を利用すると

　　 S = 1
3

a
(

l
2

)3

× 2

= 2
3

a · l3

8

= 1
12

a l3

※　 lについて

　 2つの放物線の軸の方程式はそれぞれ，x = − b
2a

, x = − b′

2a
，また， 4©′ より，b− b′ = 2a(β − α)で

あるから

　　 − b′

2a
−

(
− b

2a

)
= b− b′

2a

=
2a(β − α)

2a

= β − α

　よって，2つの接点の x座標の差 lは，2つの放物線の頂点の x座標の差と等しい。
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例題 　次の問いに答えなさい。

（ 1）　 2つの放物線 y = x2, y = (x− 2)2 と，x軸で囲まれ y = x2 y = (x− 2)2

2 x

y

O

た図形の面積を求めなさい。

〔解答〕

　 2 つの放物線は，それぞれ原点，(2, 0) で x 軸に接

しているので，2つの接点の x座標の差は

　　 l = 2− 0 = 2

　よって

　　 S = 1
12

· 1 · 23

= 2
3

（ 2）　 2つの放物線 y = − 1
2

(x + 1)2 + 1,

−1 3

y = − 1
2

(x− 3)2 + 3

y = − 1
2

(x + 1)2 + 1

α β x

y

O

y = − 1
2

(x − 3)2 + 3 と，2 つの放物線

の共通接線で囲まれた図形の面積を求め

なさい。

〔解答〕

　 2つの接点の x座標の差は，放物線

の頂点の x座標の差に等しいので

　 l = 3− (−1) = 4

　よって

　　 S = 1
12

· − 1
2

· 43

= 8
3

とどろき英数塾


