
面積の 1
6
公式

　放物線 y = ax2 + bx + cと，この放物線と 2点で交わる直線で囲まれ
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y = ax2 + bx + c

x

S

る部分の面積を S とする。

　図のように，2つの交点の x座標の差を lとすると

S =
1

6
a l3
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証明

　 2つの交点の x座標を α, β (α < β)とする。

α β

y = ax2 + bx + c

x

　 2点 (α, aα2 + bα + c), (β, aβ2 + bβ + c)を通る直線の方程式は

　　 y − (aα2 + bα + c) =
(aβ2 + bβ + c)− (aα2 + bα + c)

β − α
(x− α)

　整理すると

　　 y =
a(β2 − α2) + b(β − α)

β − α
(x− α) + (aα2 + bα + c)

= {a(β + α) + b}(x− α) + (aα2 + bα + c)

= {a(α + β) + b}x− aαβ + c

( i ) a > 0のとき

　　 S =
∫ β

α

[{a(α + β) + b}x− aαβ + c− (ax2 + bx + c)] dx

=
∫ β

α

{−ax2 + a(α + β)x− aαβ} dx = −a

∫ β

α

{x2 − (α + β)x + αβ} dx

= −a

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx = −a
{
− 1

6
(β − α)3

}
　　　

(
定積分の 1

6
公式より

)

= 1
6

a(β − α)3　 · · · 1©

( ii ) a < 0のとき

　　 S =
∫ β

α

[(ax2 + bx + c)− ({a(α + β) + b}x− aαβ + c)] dx

=
∫ β

α

{ax2 − a(α + β)x + aαβ} dx = a

∫ β

α

{x2 − (α + β)x + αβ} dx

= a

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx = a
{
− 1

6
(β − α)3

}
　　　

(
定積分の 1

6
公式より

)

= − 1
6

a(β − α)3　 · · · 2©

　 1©， 2©より，S =





1
6

a(β − α)3　 (a > 0のとき)

− 1
6

a(β − α)3　 (a < 0のとき)

　これをまとめて，S = 1
6

a (β − α)3

　 β − α = lとすれば，S = 1
6

a l3
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例題 　次の問いに答えなさい。

（ 1）　放物線 y = 2x2 − 6xと x軸で囲まれた図形の面積を求めなさい。 y = 2x2 − 6x

3 x

y

O

〔解答〕

　放物線と x軸との交点の x座標を求めると

　　 2x2 − 6x = 0

　　 x(x− 3) = 0

　 x = 0, 3であるから，l = 3− 0 = 3

　よって

　　 S = 1
6
· 2 · 33

= 9

（ 2）　放物線 y = −x2 + 2x + 3と x軸で囲まれた図形の面積を求め

y = −x2 + 2x + 3

3−1
x

y

O

なさい。

〔解答〕

　放物線と x軸との交点の x座標を求めると

　　 −x2 + 2x + 3 = 0

　　 x2 − 2x− 3 = 0

　　 (x + 1)(x− 3) = 0

　 x = −1, 3であるから，l = 3− (−1) = 4

　よって

　　 S = 1
6
· −1 · 43

= 32
3

（ 3）　放物線 y = 1
2

x2 − 1と直線 y = x + 3で囲まれた図形の面積 y = 1
2

x2 − 1

y = x + 3

−2 4 x

y

O

を求めなさい。

〔解答〕

　放物線と直線の交点の x座標を求めると

　　 1
2

x2 − 1 = x + 3

　　 x2 − 2x− 8 = 0

　　 (x + 2)(x− 4) = 0

　 x = −2, 4であるから，l = 4− (−2) = 6

　よって

　　 S = 1
6
· 1

2
· 63

= 18

とどろき英数塾


